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Kurzfassung

Die Leistungsbewertung von auf ATM (Asynchronous Transfer Mode) basierenden zukiinf-
tigen Breitband-ISDN erfordert die Einbeziehung korrelierter stochastischer Prozesse, da
einzelne Videoquellen wie auch die Uberlagerung von nicht-Poissonschen (im zeitkonti-
nuierlichen Fall) bzw. nicht-Bernoullischen (im zeitdiskreten Fall) Erneuerungsprozessen
korrelierte Zellenstrome erzeugen.

Zur Beurteilung von Verfahren fiir Nutzungsparameteriiberwachung und Verbindungsan-
nahmesteuerung werden zeitdiskrete Warteschlangenmodelle mit korrelierten Eingabepro-
zessen auf der Basis zweier vollig verschiedener Ansitze analysiert, die bekannte Modelle
wesentlich erweitern: Mit der sog. ”Restarbeit” konnen fiir einen beliebigen Semi-Markov-
Eingabeprozefl und deterministische Bedienzeit Belegung und Wartezeiten analysiert wer-
den. Dagegen fiihrt der sog. zeitdiskrete ” Markovsche AnkunftsprozeB” bei beliebigem un-
abhéngigem Bedienprozef auf eine Systemmatrix vom M/G/1-Typ. Damit wird der Ab-
gangsprozef vollstindig als Semi-Markovsch charakterisiert und die Belegung zu Ankunfts-
zeitpunkten bestimmt. Beide Verfahren werden zur Berechnung von Teilstrom-Dienstgiite-
parametern erweitert. Die Methode der Restarbeit erlaubt gegeniiber dem M/G/1-Typ-
Wartesystem neben der stationdren Beschreibung auch die Betrachtung der transienten Si-
tuation, wie sie bei Zulassung einer neuen Verbindung bis zum Abklingen der ” Einschwing-
vorginge” zundchst auftritt. Ferner liefert sie einen exakten Algorithmus zur Bestimmung
der bedingten Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Nachrichtenstrom bei Verlust einer Zelle seine
nichste Zelle wiederum verliert, d. h. ein Ma#§ fiir die Haufigkeit des Verlustes aufein-
anderfolgender Zellen einer Verbindung. Die deterministische Bedienzeit kann bei beiden
Verfahren ein beliebiges Vielfaches der Zeiteinheit sein, wie zur Beschreibung der Situati-
on an einem Konzentrator (Ausgangsbitrate kleiner als Eingangsbitrate) erforderlich. Die
Wahrscheinlichkeit fiir gleichzeitiges Auftreten von Ankunft und Abgang wird erfafit.

Die Methode der Restarbeit wird auch bei endlichen, zeitdiskreten Wartesystemen mit be-
liebiger Bediendauerverteilung erfolgreich eingesetzt. Der resultierende Zustandsraum ist
dann allerdings nur fiir kleine Wartespeicher und wenige Bedienzeiten noch nicht zu gro8,
um eine numerische Losung bei vertretbarem Rechenaufwand zuzulassen.

Da fiir einige Klassen von Eingabeprozessen beide Losungsmethoden geeignet sind, kénnen
die aus den Modellen entwickelten Algorithmen gegenseitig ” numerisch-analytisch” validiert
werden: Fiir 16-stellige double-Zahlen in C-Programmen weichen die berechneten Wahr-
scheinlichkeiten in Exponentialdarstellung lediglich in den letzten 4 Ziffern voneinander ab.
Auch in Computersimulationen wurde sehr gute Ubereinstimmung gefunden.

Die entwickelten Modelle unterstiitzen den Vergleich von Verfahren fiir die Verbindungsan-
nahmesteuerung, die effizienter als die Spitzenbitratenzuteilung sind. Es wird gezeigt, daf§
auch die positive Korrelation in einem Einzelstrom die Dienstgiiteparameter einer Uber-
lagerung wesentlich verschlechtern kann. Eine Pufferdimensionierung ist insbesondere fiir
Videoquellen mit sehr niedriger Zellverlustwahrscheinlichkeit (10~) moglich.

Fiir Videoquellen mit variabler Bitrate (VBR) wird ein analytisches Modell zur Nachbildung
der gemessenen periodischen Korrelationsfunktion, wie sie ohne das sog. Frame-Buffering
auftritt, entwickelt. Daran zeigt sich, daf} negative Werte innerhalb der ersten Periode der
Korrelationsfunktion den Multiplexgewinn erheblich erhéhen kénnen.

Da auch der sog. lokale Korrelationskoeffizient einiger wichtiger Zufallsgréfien (z. B. der
Belegung) algorithmisch bestimmbar ist, dienen die Modelle als analytische Referenzen fiir
die Computersimulation der o.g. Wartesysteme auf der Basis des LRE-Algorithmus, ins-
besondere zur Validierung von Verfahren zur Schitzung sehr seltener Ereignisse (z.B. des
RESTART-LRE-Algorithmus).



Summary

Future broadband integrated services digital communication networks (B-ISDNs) will be
based on Asynchronous Transfer Mode (ATM), a modified version of fast packet switching.
In ATM networks, multiplexing is statistical so that a multiplexer can be represented by a
queueing system with deterministic.service time due to the constant length of the packets
(so-called cells) of each connection. Input streams (generated by both individual sources
and superpositions thereof) mostly show cell interarrival times, which are not independent
and therefore correlated. Network functions are necessary for guaranteeing QOS, that do
not occur in STM (Synchronous Transfer Mode) applied in circuit switched networks: Pre-
ventive Congestion Control incorporated in Connection Admission Control (CAC) leading
to a traffic contract, that describes the bandwidth requirements of a connection to be ex-
pected, and Policing (Usage Parameter Control) for monitoring every connection so that
none of them exceeds the bandwidth agreed upon in the CAC phase. Modelling of mech-
anisms for those network functions is closely related to finite buffer queueing models with
deterministic service times.

This thesis develops solutions for discrete-time finite buffer queueing systems with Semi-
Markovian (therefore: correlated) inputs, thus extending known results considerably. These
models allow the computation of QOS parameters (loss probability, mean delay and delay
jitter) for traffic superpositions and for individual streams in a superposition, separately.
Analysis is done by two completely different approaches, namely by using the "unfinished
work” for a queue with deterministic service time and an arbitrary Semi-Markovian input,
and by applying the M/G/1 paradigm due to Neuts, that allows dealing with the so-called
Discrete-time Batch Markovian Arrival process and arbitrary renewal service process. For
this class of input processes, the queue’s output process is shown to be Semi-Markovian
and can be characterized completely. In contrast to the M/G/1-type queue, the method of
the unfinished work provides — besides stationary solutions — also a transient analysis for
the situation shortly after admitting a new source until an equilibrium has been reached.
Furthermore, it yields a conceptually exact algorithm for determining the probability that,
given a stream loses a cell, the next cell of this stream is also lost, thus serving as a measure
for the frequency of losing a string of cells. In both approaches, the deterministic service
time can be an arbitrary multiple of the time-unit, as it is necessary for modelling the
situation of a concentrator with an output bit rate lower than the input bit rate. Formulae
for the probability of the simultaneous occurrence of an arrival and a departure are given.
It is also outlined, how the method of the unfinished work can be used to deal with the
more general finite queue with arbitrary Semi-Markovian input and arbitrary renewal ser-
vice process. By means of input processes, that can be handled by both approaches, the
algorithms derived from both models are validated numerically by each other. Numerical
values of probabilities obtained by C-programs with double-numbers (16 figures) in expo-
nential representation for both models only differ in the last 4 figures.

The models support the comparison of CAC procedures, that are more efficient than peak-
rate allocation. Numerical results show that correlation in a single stream can affect QOS
parameters of other streams in a superposition negatively. Buffer dimensioning is possible
also for video sources with their very low loss probability of 107°. With respect to VBR
video sources an analytical representation of the measured periodic correlation function of
the counting process is given. This periodicity occurs in video sources without the so-called
Frame Buffering. It is shown by analytical-numerical investigations that negative values of
the correlation function for small lags increase the possible multiplexing gain.

The above queues serve as full reference models for simulation runs by means of the so-
called LRE (Limited Relative Error) algorithm. Furthermore, implemented methods for
rare event simulation (RESTART: REpetitive Simulation Trials After Reaching Threshold,
combined with the LRE algorithm) have been validated by the models.
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1 Breitband-ISDN auf der Basis
von ATM (Asynchronous
Transfer Mode)

1.1 Diensteintegration

Seit Beginn der 80er Jahre zeichnet sich im Bereich der Telekommunikation eine Entwick-
lung hin zu diensteintegrierenden Kommunikationsnetzen ab. Bis dahin war jedes System
der Dialog- und Abrufkommunikation fiir eine einzige Informationsart (Sprache, Text, Da-
ten, Bild) konzipiert: Neben dem weit verbreiteten Fernsprechnetz, das mittlerweile zum
groflen Teil digital arbeitet, gibt es seit ca. 50 Jahren ein weiteres 6ffentliches Wihlnetz,
das nach einem standardisierten Verfahren weltweit Textverkehr zwischen Fernschreibma-
schinen erlaubt (Teleznetz). Dieses wurde in der Bundesrepublik zu einem eigenstéindigen
integrierten Text- und Datennetz ausgebaut und um ein Paketvermittlungsnetz (Datex-P-
Netz fiir Datenkommunikation) erweitert. Vor wenigen Jahren wurde der Telexdienst durch
einen komfortableren Fernschreibdienst ( Teletez) erginzt, der mit wesentlich hoherer Uber-
tragungsgeschwindigkeit arbeitet und den Zeichenvorrat von Biiromaschinen verwendet.
Zwar kénnen vorhandene Netze auch zur Ubertragung von Informationsarten verwendet
werden, fiir die sie urspriinglich nicht entwickelt wurden: Das Telefonnetz kann bei geeigne-
ter Zusatzausstattung auch Daten, Faksimiles oder Fernwirkinformationen tibertragen und
einen Zugang zu Bildschirmtext-Informationsdatenbanken finden. Jedoch bleibt die Lei-
stungsfihigkeit (Verbindungsaufbauzeit, Ubertragungsdauer) der so bereitgestellten Dien-
ste sehr beschriankt. Eine Zusammenarbeit der einzelnen Systeme zur Sprach-, Text-, Daten-
und Bildkommunikation ist nur ausnahmsweise moglich, so daf8 z.B. die wiinschenswerte
Kombination von Sprach- und Bildiibertragung fiir den Bildtelefondienst nur bei sehr ge-
ringer Bildqualitét erreichbar ist.

Neben den Vorteilen fiir die Benutzer durch ein verbessertes Dienstangebot sprechen auch
wirtschaftliche Aspekte fiir die Diensteintegration: Da iiber die Teilnehmeranschluflleitung
mehrere Dienste abgewickelt werden kénnen, ergibt sich eine bessere Ausnutzung dieser
Leitungen, die bei 6ffentlichen Netzen einen hohen Prozentsatz der Gesamtkosten ausma-
chen. Verwaltung und Betrieb eines einzelnen diensteintegrierenden Netzes vereinfachen
sich gegeniiber mehreren Spezialnetzen.

1.2 Ubermittlungsverfahren digitaler
Kommunikationsnetze

1.2.1 Vermittlungsverfahren

Das Telefonnetz ist als Durchschaltenetz konzipiert: Fiir die Dauer einer Verbindung wird
ein Kanal fest geschaltet, so daff auch in Pausen der Kanal nicht von anderen Verbindungen
genutzt werden kann (geringe Kanalausnutzung). Es kommt vor, daf in einer Verbindungs-
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Digitale Vermittlungsnetze

[ ]

Netze mit Durch- Netze mit Teil-
schaltevermittlung streckenvermittlung
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Paketvermitt- Speichervermitt-
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grammen Verbindungen

Abb. 1.1 Vermittlungsverfahren.

aufbauphase eine z.T. aufgebaute Verbindung wieder abgebaut werden mu8, weil in einem
nachfolgenden Ubertragungsabschnitt kein Kanal frei ist.

Teilstreckenvermittlungsnetze, die vorwiegend zur Dateniibertragung eingesetzt werden,
umgehen diesen Nachteil dadurch, daf§ ganze Nachrichten (Speichervermittlung) oder Teil-
nachrichten (Paketvermittlung) unter Hinzufiigung der Zieladresse von einem Vermittlungs-
knoten zum néchsten iibertragen und dort zwischengespeichert werden, bis eine weiterge-
hende Ubertragung moglich ist.

Paketvermittlungsnetze konnen mit sog. Datagrammen oder mit virtuellen Verbindungen
arbeiten: Im ersten Fall wird fiir jedes Paket der Weg durch das Netz neu gewihlt, so dafl
sich die Paketreihenfolge beim Empfinger gedndert haben kann. Das Netz erkennt keinen
Zusammenhang zwischen den Paketen einer Verbindung, es werden keine Netzbetriebs-
mittel reserviert. Dagegen werden Pakete einer virtuellen Verbindung als zusammengehorig
betrachtet und iiber einen einheitlichen Weg durch das Netz iibertragen, so daf sie sich nicht
iiberholen konnen. In einer Verbindungsaufbauphase werden Netzbetriebsmittel reserviert.
Die Pakete einer virtuellen Verbindung in jeder der Ubertragungsrichtungen erhalten eine
Nummer, die den virtuellen Kanal kennzeichnet. Mittels dieser Nummern werden die Pakete
in den Vermittlungsstellen weitergeleitet.

1.2.2 Verfahren zur Mehrfachausnutzung von
physikalischen Leitungen

Das jeweilige Vermittlungsverfahren bestimmt weitgehend die Umsetzung der Multiplex-
funktion.

Durchschaltenetze verwenden ein synchrones Zeitmultiplexverfahren (Abb. 1.2): Hierbei
werden sog. Multiplexrahmen iibertragen; jeder Rahmen besteht aus Zeitschlitzen, die ei-
ne feste Position innerhalb des Rahmens haben. Jedem Kanal ist ein fester Zeitschlitz
zugeordnet. Dies bedeutet ein starres, “zyklisches” Zugriffsverfahren [116]. Durch Zusam-
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Abb. 1.2 Multiplezverfahren (Signalaufbau auf der Ausgangsleitung).

menschalten mehrerer Zeitschlitze kénnen Kanile mit Bitraten bereitgestellt werden, die
ganzzahlige Vielfache der Bitrate eines einzelnen Zeitschlitzes sind. Das Ubermittlungsver-
fahren der Durchschaltenetze mit synchronem Zeitmultiplex wird mit STM (Synchronous
Transfer Mode) bezeichnet.

Dagegen bedingt die Teilstreckenvermittlung ein asynchrones Zeitmultiplex [116]: Ist auf
einem Teilabschnitt des Netzes eine Leitung frei, so konnen Nachrichten oder Pakete iiber-
tragen werden. Damit ist das Kanalzugriffsverfahren zufillig, und man spricht auch von
statistischem Multiplex. Es kénnen Bitraten bereitgestellt werden, die in weiten Grenzen
variabel sind. Auch die Einspeisung von Quellen, die eine zeitlich verinderliche Bitrate
erzeugen, ist moglich (VBR: Variable Bit Rate), wiahrend das synchrone Zeitmultiplex-
verfahren der Durchschaltenetze eine Umsetzung der VBR-Quelle in eine mit konstanter
Bitrate erfordert (CBR-Quelle).

1.3 Begrenzungen des STM-Konzeptes

Die zur Zeit im Aufbau befindlichen schmalbandigen diensteintegrierenden Kommunika-
tionsnetze (ISDN: Integrated Services Digital Network)(maximale Kanalbitrate 2 Mbit/s)
basieren auf dem digitalisierten Fernsprechnetz mit 64 kbit/s-Fernsprechkanilen (8 bit-
kodierte TiefpaB-Signale mit einer Grenzfrequenz 4 kHz). Solche STM-Netze weisen eine
Reihe von Nachteilen auf, die dem Ziel einer langfristigen Diensteintegration (“ein Netz fiir
alle Dienste, auch fiir zukiinftige Dienste”) entgegenstehen:

e Es werden Kanéle mit verschiedenen, aber festen Bitraten bereitgestellt, die sich an
den Anforderungen der vorhandenen Dienste orientieren. Die technische Entwicklung
(Codierungsalgorithmen, VLSI-Technologie) reduziert fortlaufend die Bitrateanforde-
rungen der Dienste. Das Netz kann daraus nur eingeschrinkt Gewinn ziehen. Hiufig
werden infolge der fest vorgegebenen Kanalbitrate unnétig hohe Ubertragungsraten
verwendet werden miissen. Damit wird Kanalkapazitiit verschwendet.

e Das Durchschaltekonzept ist sehr uneffizient, weil auch dann ein Kanal reserviert
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bleibt, wenn keine Information iibertragen wird (z.B. Sprechpausen beim Telefonieren
in jeder Ubertragungsrichtung). Dadurch werden vorhandene Leitungen unwirtschaft-
lich genutzt.

o Schliefllich konnen STM-Netze nur Signale zeitlich konstanter Bitrate iibertragen. In
vielen Fillen liefern Kompressions- und Codierverfahren jedoch zeitlich verinderliche
Bitraten, die zur Ubertragung iiber STM-Netze durch zusitzliche MaSnahmen in
eine zeitlich konstante Bitrate umgewandelt werden miissen. Gerade bei Videoquellen
mit ihrem hohen Informationsgehalt lohnt sich die Ausnutzung der ”natiirlichen”
variablen Bitrate eines Videocodecs in Verbindung mit dem statistischen Multiplex,
in manchen Féllen scheint die Nutzung der variablen Bitrate sogar unerldflich zu sein
(HDTV-Verteilkommunikation mit einer erforderlichen Kanalbitrate von 130 Mbit/s).
Eine LAN-Verkniipfung erfordert ebenfalls weit héhere Bitraten als die o.g. 2 Mbit/s.

Einige wesentliche nachteilige Merkmale der STM-Netze betreffen also die Teilnehmeran-
schlulleitung. Alle genannten Nachteile treten bei Paketvermittlungsnetzen nicht auf, und
daher wurde vom CCITT! unter der Bezeichnung “Asynchronous Transfer Mode (ATM)”
ein abgewandeltes Paketvermittlungsverfahren zur Ubermittlung in zukiinftigen breitban-
digen ISDNs standardisiert.

1.4 Merkmale von ATM-Netzen

ATM stellt eine Variante der sog. schnellen Paketvermittlung [26] mit folgenden Haupt-
merkmalen dar:

e Die Ubertragung erfolgt verbindungsorientiert iiber virtuelle Kanile und Gruppierun-
gen solcher Kaniile (virtuelle Pfade). Die Zusammenfassung von Kanélen in Pfaden er-
laubt die Verkleinerung der Vermittlungsinformation in jeder Zelle. Datagrammiiber-
tragung ist bisher nicht vorgesehen, allerdings gibt es Bestrebungen, ATM um einen
Connectionless Service zu erweitern [34], um der reinen Dateniibertragung niherzu-
kommen.

e Die verwendeten Pakete (sie werden Zellen genannt) haben gleiche Lingen und trans-
portieren in einem Feld von 48 byte Nutzinformation. Der Paketkopf (5 byte) hat ge-
geniiber herkémmlichen Paketvermittlungsnetzen stark reduzierte Aufgaben. Er tragt
die Nummer des virtuellen Kanals (16 bit) (VCI: Virtual Channel Identifier), eines
virtuellen Pfades (max. 12 bit) (VPI: Virtual Path Identifier), ein Prioritétsbit sowie
weitere 4 bit fiir Konferenzschaltungen.

Die VCI und VPI werden auch zur Unterscheidung von Verkehrsklassen hinsichtlich
ihrer unterschiedlichen Dienstgiiteparameter eingesetzt, wodurch verschiedene Prio-
ritdtsklassen entstehen.

Verschiedene Griinde sprechen fiir die Verwendung relativ kurzer Zellen: Die Zellen-
lange bestimmt die klein zu haltende Gesamtverzogerung mit, da der Paketierungs-
vorgang um so linger dauert, je grofler das Informationsfeld ist. Die Zelle kann erst
abgeschickt werden, wenn das Einlesen der Nutzinformation abgeschlossen ist. Bei Zel-
lenverlust oder Fehlleitung einer Zelle bleibt der Informationsverlust bzw. die Stérung
durch Einfiigung der Fremdzelle bei kleinen Zellen begrenzt. Schliellich macht die ein-
heitliche Zellenldnge die Paketlingeninformation im Zellkopf iiberfliissig.

L Comité Consultatif Internationale Télégraphique et Téléphonique, seit 1992 ITU-TSS International
Telecommunication Union - Telecommunication Standardization Section.
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e Der Zellkopf wird fehlerkorrigierend kodiert (z.B. mit BCH-Codes). Dies ist die einzige
Mafinahme zur Fehlersicherung. Auf zeitaufwendige Quittierungsmechanismen nach
Ubertragungen iiber Teilabschnitte (z.B. ARQ-Protokoll: Automatic Repeat Request)
muf} verzichtet werden, damit eine geringe Signalverzogerung fiir Sprachiibertragung
und Echtzeitanwendungen gewahrleistet werden kann. Bei Sprachiibertragung miissen
Signalverzogerungen grundsétzlich unter 500 ms liegen, ohne Echoentzerrung sogar
unter 25 ms. Moglich wird dies erst durch den Einsatz hochwertiger Ubertragungs-
medien mit sehr niedriger Bitfehlerrate (z.B. Lichtwellenleiter). Dem Nutzer bleibt
tiberlassen, {iber mehrere zu sendende Zellen hinweg Fehlerkorrekturverfahren anzu-
wenden (FEC, Forward Error Correction), um eventuell verlorene Zellen zu rekon-
struieren [101].

e Aufler den Schutzfunktionen fehlen auch vom Netz getragene Verkehrsfluisteuerungs-
mechanismen etwa gegen Pufferiiberlauf in Vermittlungsknoten. Schon vor der An-
nahme eines Verbindungswunsches wird vom Netz iiberpriift, ob die Zulassung einer
weiteren Verbindung ohne Beeintrichtigung der iibrigen Verbindungen méglich ist.

e "Header switching”: Nachdem eine Zelle das Raumvielfach passiert hat, werden Teile
der Vermittlungsinformation im Zellkopf durch neue Eintrége ersetzt, die im néchst-
folgenden Raumvielfach die Weiterleitung steuern.

1.5 Modifizierte und neue Netzfunktionen

Bei ATM-Netzen sind Schutzfunktionen in die Verbindungsaufbauphase verlagert (Priventi-
ve Schutzfunktionen gegen Stausituationen, "Preventive Congestion? Control”). Dies erfor-
dert eine zentrale Verbindungsannahmesteuerung (CAC: Connection Admission Control),
bei der das Netz aus einigen charakteristischen Kenngrofien der nachfragenden Verbindung
unter Beriicksichtigung der aktuellen Verkehrslage iiber eine Zulassung oder Ablehnung
entscheidet. Hierzu miissen alle Teilabschnitte des Weges zwischen Sender und Empfinger
mit einbezogen werden. Das Grundproblem der CAC-Funktion stellt die Festlegung geeig-
neter Kenngrofien dar, die eine neue Verbindung wie auch die bestehenden Verbindungen
ausreichend beschreiben, sowie eines Kriteriums fiir eine Ablehnung bzw. Zulassung der
neuen Verbindung.

Bei Zulassung einer Verbindung legt ein Verkehrskontrakt die Bitratenanforderungen der
neuen Verbindung fest. Darin liegt eine konzeptionelle Schwierigkeit: Wihrend der schon
existierende Verkehr durch Verkehrsmessungen laufend charakterisiert werden kann, ist
die neue Verbindung nur durch ihr Verhalten aufilerhalb des Netzes beschreibbar. Durch
Verzogerungen und Zellenverlust in Vermittlungsknoten dndern sich jedoch die Quellen-
eigenschaften, d. h. (mehr oder weniger geringfiigig) andere als die bei der Verbindungsauf-
nahme beriicksichtigten Verkehrseigenschaften bestimmen das Verhalten der Verbindung
auf dem Netz.

Das ATM-Netz iiberlidfit einmal zugelassene Verbindungen sich selbst. Es muf} jedoch sicher-
gestellt sein, dafl der vom Netz transportierte Zellenstrom jeder Verbindung die urspriing-
lich ausgehandelten Kenngréfien nicht iiberschreitet. Andernfalls kann die im Verbindungs-

2CCITT-Definition von ” Congestion”:”a state of network elements (e.g. switches, concentrators, trans-
mission links) in which, due to traffic overload and/or control resource overload, the network is not able to
guarantee the negotiated quality of service to the already established connections and to the new connection
requests” [15].
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aufbauvorgang fiir jede Verbindung vereinbarte Dienstgiite nicht mehr garantiert werden.
Auflerdem konnen Kunden wirtschaftliche Vorteile aus einer Kenngrofleniiberschreitung
ziehen, vor allem in Zeiten niedriger Netzauslastung, wenn die Uberschreitung keine Beein-
trichtigung der Ubertragungsqualitit nach sich zieht. Im Falle einer Uberschreitung mufl
das Netz diese schnell erkennen und umgehend Mafinahmen ergreifen, die den Zellenstrom
der “parasitiren” Verbindung auf die vereinbarten Kenngréfien begrenzt (Nutzungspara-
meteriiberwachung: Usage Parameter Control (UPC)?, Policing Function).

Eine naheliegende Gegenmafinahme ist das Unterdriicken aller Zellen, die zur Kenngrofien-
iiberschreitung beitragen, was haufig zur Minderung der Ubertragungsqualitit fiir die be-
treffende Verbindung fiihrt. Es wurde auch vorgeschlagen, solche Zellen zu markieren und
nur in Stausituationen zugunsten nicht markierter zu unterdriicken, dafiir aber erhéhte
Gebiihren zu berechnen. Nach [79] ist damit eine merkliche Steigerung des Netzdurchsatzes
moglich. Dem steht jedoch der erhdhte Aufwand (Gebiihrenberechnung, Pufferorganisati-
on) gegeniiber [99]. Diese Verkehrssteuerungsfunktion wird als ”Selective Cell Discarding”
bezeichnet. Die Dienstgiite einer Verbindung wird bestimmt durch:

o Zellenverlustwahrscheinlichkeit
o Zellenfehlleitungswahrscheinlichkeit
o Zellenverzogerung

o Zellenverzogerungsschwankungen.

Zellenverzogerungsschwankungen treten durch unterschiedlich lange Wartezeiten der ein-
zelnen Zellen einer Verbindung in den Vermittlungsknoten auf. Sie kénnen in der Depake-
tierungseinrichtung beim Empfianger zu einem gewissen Grad kompensiert werden. Dazu
muB Synchronisationsinformation iibertragen werden, etwa in Form von Zeitstempeln [26],
p. 217: In festen Zeitabsténden, innerhalb derer die Quellenbitrate anndhernd konstant ist,
schickt die Quelle einen Zeitstempel. Der Empfinger liest alle Zellen, die zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Zeitstempeln empfangen wurden, mit konstanter Zellrate aus einem
Zwischenspeicher. Bei geringen Verzogerungsschwankungen auf seiten der Zeitstempel kann
so beim Empfinger auch fiir Quellen mit variabler Bitrate die urspriingliche "momentane”
Bitrate rekonstruiert werden. Das Ausgleichen von Verzoégerungsschwankungen bedeutet
immer ein zusitzliches (planvolles) Verzogern des Zellenstroms, was bei Echtzeitanwendun-
gen und Dialogkommunikation (insbesondere Sprachiibertragung) die Rekonstruierbarkeit
eng begrenzt. Auch die maximal tolerierbare Zellenverlustwahrscheinlichkeit ist von der In-
formationsart abhingig (s. Tab. 1.1).

Der Mechanismus fiir die Nutzungsparameteriiberwachung sollte nah an der tatséchlichen
Verkehrsquelle liegen, da im Laufe der Ubertragung etwa durch Wartezeiten die Verkehrs-
charakteristika verindert werden kénnen.

Die Funktionsfshigkeit der Verbindungsannahmesteuerung hingt wesentlich von der Lei-
stungsfihigkeit der Nutzungsparameteriiberwachung ab. Beide benétigen ausreichend ge-
naue charakteristische Verkehrskenngréfien, wie [48]

3CCITT-Definition von UPC: "the set of actions taken by the network to monitor and control user traffic
in terms of traffic volume and cell routing validity. Its main purpose is to protect network resources from
malicious as well as unintentional misbehaviour which can affect the quality of service of other already
established connections by detecting violations of negotiated parameters. Usage parameter control will
apply only during the information transfer phase of a connection. Connection monitoring encompasses all
connections crossing the user-network interface, including signalling” [15].
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Dienst Bitfehler- Zellen- Zellenfehl- Mittlere
rate verlust-WKT | leitungs-WKT | Verzégerung
Telefon 1077 1073 1073 25 ms
Dateniibertragung 1077 10-° 10~° 50 ms
TV-Verteilkommunikation 107° 1077 1079 1000 ms
Musikiibertragung 1075 1077 1077 1000 ms
Prozefifernsteuerung 107° 1073 1073 1000 ms

Tab. 1.1 Zuldssige Mazimalwerte fiir einige Dienstgiiteparameter (nach dePrycker, [26]).

Dienst Bitrate (Mbit/s) | ”Burstiness”
Dateniibertragung
(verbindungsorientiert) 1.5...130 1-50
Dateniibertragung
(verbindungslos) 1.5...130 1
Dokumenteniibertragung 1.5...45 1-20
Videotelefonie 1.5...130 1-5
Breitband-Videotext 1.5...130 1-20
TV-Verteilkommunikation 30...130 1
HDTV-Verteilkommunikation 130 1

Tab. 1.2 Bitratenanforderungen einzelner Dienste (nach Héndel, Huber, [48)]).
Burstiness= Mazimale Bitrate/ Mittlere Bitrate.

e mittlere Bitrate
e Spitzenbitrate
o "Burstiness” =Spitzenbitrate/mittlere Bitrate

e Dauer der Bitratenspitzen.

CCITT [16] sieht weitere Verkehrssteuerungsfunktionen vor: " Priorititssteuerung” (Priori-
ty Control) und ” Verkehrsformung” (Traffic Shaping). Durch Verkehrsformung sollen Ver-
kehrsstrome hinsichtlich ihrer kurzzeitig hohen Bitrate ”geglittet” werden, um auf die-
se Weise Stausituationen zu vermeiden. Dazu bedarf es immer einer Zwischenspeicherung
von Zellen. Die Priorititssteuerung nutzt das Prioritétsbit zur sicheren Ubertragung von
”sehr wichtigen” Zellen, etwa solchen, die Zeitstempel tragen. Dazu werden in Stausitua-
tionen wartende Zellen geringer Prioritdt von solchen mit hoher verdringt. Eine solche
Verdringung von Zellen kann die Zellenreihenfolge verindern [71], was durch geeignete
Mechanismen unterbunden werden muS.

1.5.1 Vorschlige fiir die Nutzungsparameteriiberwachung
(Usage Parameter Control)

Verfahren zur Nutzungsparameteriiberwachung miissen parasitire Verbindungen schnell,
d.h. mit wenig MeBinformation aufspiiren kénnen. Das birgt die Gefahr in sich, da$$ auch
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korrekt arbeitende Verbindungen tangiert werden. Da jede Verbindung iiber ihre gesam-
te Dauer hinweg zu iiberwachen ist, mufi das Verfahren einfach und kostengiinstig sein.
Dariiber hinaus muf ein geeigneter Mechanismus die Zellen verschiedener Verbindungen
unterscheiden kénnen (Lesen von VPI und VCI).

In bisherigen Untersuchungen hat sich der sog. “Leaky-Bucket”-Mechanismus als am be-
sten geeignet herausgestellt. Hierbei werden die von einer Verbindung eingespeisten Zellen
in der Teilnehmervermittlungsstelle gezihlt. Sofern der Zahlerstand positiv ist, wird er in
festen Zeitabstinden um eine Einheit verringert (Rate 7). Steigt die Zahl der eingespeisten
Zellen stiirker an, so wichst der Zzhlerstand trotz des Abwirtszahlens. Ein zu definierender
maximaler Zahlerstand M bestimmt den Fall, dai mehr Zellen erzeugt wurden, als nach der
Vereinbarung in der Verbindungsaufbauphase zulassig ist. Zellen, bei denen der Zihlerstand
den Wert M iiberschreitet, kénnen von einer weiteren Ubertragung ausgeschlossen werden.
Wesentlich ist die Bestimmung einer geeigneten Kombination von r und M.

Der Leaky-Bucket-Mechanismus kann als Wartesystem mit endlichem Speicher, (geeigne-
tem) beliebigem Ankunftsproze und deterministischem Bedienprozef aufgefafit werden.
Die Bediendauer entspricht der Zeiteinheit, innerhalb der um eine Einheit abwirtsgezihlt
wird. Die Belegung repriisentiert den jeweiligen Zéhlerstand, das vollsténdig belegte War-
tesystem bei einer Ankunft den Fall, daf§ Kenngréien iiberschritten wurden. Der Abgangs-
prozeB dieses Wartesystems stimmt nicht iiberein mit dem Zellenstrom der iiberwachten
Verbindung [99], und in einer Implementierung des Mechanismus werden zur Uberwachung
auch keine Zellen zwischengespeichert.

1.5.2 Algorithmen fiir die Verbindungsannahmesteuerung
(Connection Admission Control, CAC)

Der einfachste Algorithmus benutzt als Kenngrofie fiir eine Zulassungsentscheidung ledig-
lich die maximale Bitrate der Verbindungen: Ist die Summe der maximalen Bitraten der auf
einem Teilabschnitt bestehenden Verbindungen und der neuen Verbindung kleiner als die
Bitrate des Ubertragungsmediums dieses Teilabschnittes, so kann die Verbindung (auf dem
Teilabschnitt) zugelassen werden. Hierzu eine beispielhafte Abschatzung: Betrachtet werde
eine Ubertragungsleitung, in die ein Vermittlungsknoten die Zellenstrome zweier CBR-
Verbindungen einspeist, von denen eine schon besteht, die andere um Zulassung nachfragt.
Die Bitraten beider Verbindungen seien halb so groff wie die der Ubertragungsleitung. Wenn
man einen Pufferplatz vorsieht, so konnen beide Verbindungen ohne Zellenverlust neben-
einander bestehen. Der Speicherplatz ist notwendig, damit eine Zelle der einen Verbindung
nicht verlorengeht, wenn sie wihrend des Bedienvorganges einer Zelle der anderen Verbin-
dung ankommt. Wegen der konstanten Bitrate tritt dies nur auf, wenn beide Quellen eine
ungiinstige Zeitlage zueinander haben, dann aber bei jeder Zelle. Bei bmaez Verbindungen,
die alle von verschiedenen Leitungen auf eine gemeinsame vermittelt werden und deren
CBR-Summe die Bitrate der Ubertragungsleitung ergibt, sind bma; — 1 Speicherplétze er-
forderlich, um einen Zellenverlust bei obiger CAC-Vorschrift auszuschliefen. Die maximale
Signalverzégerung einer Verbindung betrigt bmee — 1 Zellenléngen. Die Ausgangsleitung
wird maximal ausgenutzt. Sind die oben angenommenen Bitraten maximale Bitraten von
VBR-Quellen, so reichen die bye, — 1 Pufferplitze ebenfalls aus, um Verlust auszuschlie-
Ben, jedoch wird die Ausgangsleitung nur teilweise genutzt. Offensichtlich kann man (unter
Inkaufnahme einer geringen Zunahme der Verlustwahrscheinlichkeit) mehr als by VBR-
Verbindungen auf die Ausgangsleitung vermitteln.

Die bisherigen Forschungsarbeiten haben noch nicht zu einem standardisierungsfahigen Vor-
schlag fiir die Verbindungsannahme gefiihrt. In der Literatur werden u.a. diskutiert die sog.
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Dienst POTS Bild- Faksimile Daten
terminal
Applikation|[Sprache mit| Colour Remote LAN Inter PC File
Pausen- Catalog | Newspaper | Kopplung | Mainframe | Transfer
unter- Production | Printing File
driickung Transfer
Markt privat/ |geschiftlich|geschaftlich | geschiftlich |geschaftlich| privat/
geschiftlich geschiftlich
Interessen- grofl klein klein klein klein klein/grof§
tenkreis
Dienst Telefon | Image Mail| Audio Standbild- Cable Cable Text
iiber- Image
tragung
Applikation|| Voice Mail | Technisches| Unter- Home Colour Text
Design haltung Shopping Image
Markt privat/ |geschiftlich| privat privat privat/ privat/
geschiftlich geschéftlich | geschiftlich
Interessen- grof3 klein grof} grofl klein klein
tenkreis

Tab. 1.3 Ubersicht einiger Dienste und ihrer Interessengruppen nach [122].

”Sigma-Regel” unter Ausnutzung der mittleren und Spitzenbitrate, bzw. des Erwartungs-
wertes und der Varianz der Bitrate [117] (d. h. ohne Beriicksichtigung eines Mafles fiir
die Quellenkorrelation) und die sog. ”effektive Bandbreite”[66, 102, 100, 35], bei der die
Korrelation definitionsgeméf} einbezogen wird.

Fairness bei CAC Nicht ATM-spezifisch, sondern ebenso von Interesse fiir ISDN auf der
Basis von STM ist die Annahmestrategie auf Verbindungsebene (”Call Level”). Man sucht
nach fairen Strategien, etwa in der Situation, dafl bei Zulassung einer Verbindung mit
niedriger Bitratenanforderung eine andere hochbitratige Verbindung abgewiesen werden
muf und diese laufend infolge ”kleiner” Verbindungen nicht zum Zuge kommt [33].

1.6 Zu erwartende Dienste in ATM-Netzen

Die folgende Klassifizerung der Dienste in einem zukiinftigen Breitbandnetz basiert auf der
im Auftrag der Européischen Gemeinschaft erstellten Studie [103] sowie einigen Einzelbei-
triagen anderer Autoren [122, 92, 72]. Dabei wird die Frage beleuchtet, warum ein neues
Netzkonzept auch aus wirtschaftlichen Griinden sinnvoll ist. Tab. 1.3 gibt eine Ubersicht
iiber die Grofie des jeweiligen Interessentenkreises.

Der einfache Telefonverkehr (Plain old telephone service, POTS) macht z.Z. mit ca. 85%
am Gesamtverkehrsaufkommen den grofiten Verkehrsanteil in 6ffentlichen Kommunikati-
onsnetzen aus. Fiir diese Dienstart allein ist wegen der niedrigen Bitrate von 64 kbit/s ein
ATM-Netz nicht erforderlich. Erweiterte Sprachdienste als Teil von Multi-Media-Diensten,
wie Audio-Konferenzdienste oder HiFi-Musik-Verteilkommunikation werden hauptsichlich
den Signalisierungsverkehr verstirken und das Netzmanagement vor grofere Anforderungen
stellen. Dasselbe gilt fiir die Mobilisierung von Sprachdiensten mit dem Ziel der Erreichbar-
keit eines Teilnehmers im Festnetz unter einer personlichen Telefonnummer unabhiingig von
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seinem Aufenthaltsort: Zur Ermittlung des Aufenthaltsortes tritt zusétzlicher Netzverkehr
zwischen Datenbanken auf. Die Bereitstellung von ”preiswerter” Mobilkommunikation, die
mit dem Festnetz kooperiert, diirfte eine weitere Zunahme des Sprachverkehrsaufkommens
und anderer niederbitratiger Dienste (z.B. Faksimileiibertragung) nach sich ziehen.

Dagegen erfordert die Verbindung verschiedener LAN (Local Area Networks) erheblich
héhere Bitraten. Schon innerhalb eines LAN findet der Informationsaustausch mit Ethernet-
Kopplung bei 10 Mbit/s statt und die néchste Generation mit FDDI-Kopplung ermdglicht
100 Mbit/s. Die bisher vorhandenen Netze zur LAN-Kopplung bilden somit einen EngpaS,
etwa wenn nach dem Client-Server-Muster® Ressourcen in einem weiter entfernt liegenden
LAN genutzt werden sollen. Bei Standbildiibertragung fiir den Wissenschaftssektor (z.B.
medizinische Bildiibertragung mit 50 Mbit/s fiir Réntgenbilder®) oder den technischen Be-
reich (CAD-Bildiibertragung) werden Bitraten im Bereich von 100 Mbit/s erforderlich. Fiir
die breite Offentlichkeit kénnte die Standbildiibertragung beim Home shopping interessant
sein.

Als Hauptdienst neuer Breitbandnetze gilt aber die Bewegtbildiibertragung. Man unter-
scheidet Communication Video, d.h. zwei oder mehr Teilnehmer kommunizieren ”von An-
gesicht zu Angesicht”, und Video Distribution, Videobild-Verteilkommunikation. Letzteres
kénnte dann einen Video-on-Demand-Dienst ermdglichen. Fiir den Bildtelefondienst Video-
phone (nur zwei Teilnehmer) reichen infolge geeigneter Kompressionsverfahren ca. 2 Mbit /s.
Die HDTV-Bildiibertagung benétigt dagegen 130 Mbit/s, wihrend Videocassettenqualitdt
wiederum mit 2 Mbit/s erreichbar ist.

4Das Client-Server-Muster geht sogar so weit, daf§ der Datenbestand des Client in grofierer Entfernung
beim Server verwaltet wird (diskless Client), wahrend ein Grofiteil des Computing lokal beim Client erfolgt.
Dies erfordert natiirlich eine sehr hohe Ubertragungsgeschwindigkeit zwischen Client und Server [72, 103].
5Ultraschallbilder konnen dagegen schon iiber den Telefonkanal iibertragen werden.
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2 Aspekte der stochastischen
Modellierung

2.1 Gegenstinde der Leistungsbewertung

Bei Paketvermittlungsnetzen sind Multiplexer (Zeitvielfache) von zentralem Interesse fiir die
Leistungsbeurteilung. Ublicherweise werden Verkehrsstrome, die einen Multiplexer durch-
laufen, durch stochastische Prozesse nachgebildet. Diese erzeugen entweder die Zwischenan-
kunftszeiten der Pakete (bei ATM: Zellen) oder die (zufillige) Anzahl von Paketen innerhalb
eines Zeitintervalls. Ob ein Zdhlproze§ verwendet wird oder eine Folge von Zwischenan-
kunftszeiten, hingt wesentlich von der Analysemethode des resultierenden Wartesystems
ab. Obwohl jede der beteiligten Verkehrsquellen eine deterministische Folge von Paket-
zwischenankunftszeiten erzeugt, macht man die Annahme, diese seien zufillig. Bei einer
Mischung von Quellen wird eine zufillige Komponente realistisch, weil physikalische Effekte
in den zusammenlaufenden Leitungen auf zufillige Verschiebungen der Ankunftszeitpunk-
te fithren. Auch die fiir jede Verbindung sehr hohe Zahl zu iibertragender Zellen 1i8t den
stochastischen Standpunkt als gerechtfertigt erscheinen.

Warteschlangenmodelle sind zur Pufferdimensionierung bei ATM von sehr grofier Bedeu-
tung, da fiir Videoquellen mit variabler Bitrate eine sehr niedrige Zellenverlust-WKT! von
107 gefordert wird, die mit {iblichen Verfahren der Computersimulation nicht verifiziert
werden kann. Andererseits benttigt man fiir neue Simulationsverfahren zur Schitzung so
seltener Ereignisse (z.B. RESTART, [114]) numerisch-analytische Referenzmodelle zur Be-
urteilung der Schitzgiite. Schliefllich sind analytische Modelle — wiederum mit Blick auf
Videoquellen - hinsichtlich des Vergleichs von Verfahren fiir die Verbindungsannahmesteue-
rung von Nutzen. Die hier entwickelten Wartesysteme sind auch in konventionellen Problem-
stellungen (etwa Untersuchung der Wartezeit) erheblich schneller als Simulationsverfahren.
Allerdings kénnen z.B. Wartesystemkaskaden, wie sie eine einzelne virtuelle Verbindung in
einem ATM-Netz sieht, (bisher) nur simulativ untersucht werden.

2.1.1 ATM-Vermittlungsknoten

In einem ATM-Vermittlungsknoten werden von verschiedenen Eingangsleitungen ankom-
mende Zellen auf dieselbe Ausgangsleitung vermittelt. Solange die Ausgangsleitung durch
die Ubertragung einer Zelle blockiert ist, miissen andere fiir diese Leitung bestimmte Zellen
in einem Speicher warten. Damit ergibt sich am Eingang einer Ausgangsleitung (dem Mul-
tiplexer) ein Wartesystem mit deterministischer Bedienzeit infolge der gleichen Linge aller
Zellen. Der Bedienprozef§ représentiert das Auslesen einer Zelle aus dem Wartespeicher. Da
verschiedene Eingangsleitungen Zellen fiir dieselbe Ausgangsleitung erzeugen, kénnen meh-
rere Zellen gleichzeitig ankommen (s. Abb. 2.1). Bei w gleichzeitig ankommenden Zellen
wird hier von einem ”w-Batch?” gesprochen. Der Maximalwert by,q, der Grofie eines Batch

'WKT: Wahrscheinlichkeit
2batch, engl. Haufen, Satz, Stof.
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Abb. 2.1 ATM-Vermittlungsknoten mit mehreren Multiplezern.

ist vorgegeben durch die Anzahl von Eingangsleitungen, die Zellen fiir die betrachtete Aus-
gangsleitung erzeugen. Wenn Zellen gleichzeitig ankommen, muf} die Reihenfolge festgelegt
werden, in der sie in den Multiplexer gelangen. Aus Fairnefgriinden (keine Eingangsleitung
soll bevorzugt werden) sollte diese Auswahl der Reihenfolge fiir Zellen gleicher Prioritét
zufillig sein. Abb. 2.1 setzt die ausgangsseitige Pufferung innerhalb eines Vermittlungskno-
tens voraus. Es werden auch eingangsseitige und zentrale Speicherung diskutiert [26]. Bei
eingangsseitiger Pufferung erhélt man nach [65] als Durchsatz lediglich 0.586, wihrend die
ausgangsseitige Pufferung den Maximalwert von 1.0 erreicht.

Korrelierte Verkehrsstrome Der Eingabeproze des Multiplexers ist i.a. als (im sto-
chastischen Sinne) korreliert anzusehen. Zum einen wurde fiir Einzelquellen (VBR Video 0) in
Messungen positive Korrelation sowohl der Zwischenankunftszeiten als auch der Anzahl von
Zellen in einem vorgegebenen Intervall gefunden (90, 46]. Andererseits fiihrt die Uberlage-
rung voneinander unabhingiger Erneuerungsprozesse (d.h. stochastisch unabhingige Zwi-
schenankunftszeiten, daher unkorreliert) i.a. auf Zwischenankunftszeiten, die nicht mehr
stochastisch unabhéngig sind. Die einzigen Ausnahmen bilden der Poisson-Prozef (zeit-
kontinuierlich, negativ-exponentiell verteilte Zwischenankunftszeiten) und der Bernoulli-
ProzeB (zeitdiskret, geometrisch verteilte Zwischenankunftszeiten) [119]. Schliefilich ist auch
der Abgangsprozeff eines Multiplexers hiufig korreliert, was mit den Modellen in Kapitel
5 verifiziert wird. In Zellenstromen von Multi-Media-Diensten wie dem Videokonferenz-
Dienst mit Sprache, Daten und Video ist infolge inhaltlicher Beziehungen ebenfalls eine
Abhingigkeit im stochastischen Sinne zu erwarten.

2.1.2 Die Verbindungsannahmesteuerung, Connection
Admission Control (CAC)

Ausgehend von dem Wartesystemmodell fiir einen ATM-Multiplexer kann das Vorgehen,
das zur Annahme oder Ablehnung einer neuen Verbindung fiihrt, folgendermafien beschrie-
ben werden:

Unter den topologisch moglichen Wegen zwischen zwei Teilnehmern, die iiber das Netz
verbunden werden sollen, sind diejenigen zu bestimmen, auf denen die Dienstgiite (QOS:
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Abb. 2.2 Ein topologisch maglicher Weg zwischen zwei Teilnehmern und das resultierende
Wartesystem am Eingang jedes Teilabschnitts.

Quality of Service) sowohl der schon existierenden wie auch der neuen Verbindung ga-
rantiert werden kann, wenn die neue Verbindung hinzukommt. Die Dienstgiite wird dabei
charakterisiert durch Zellenverlust, mittlere Verzégerung und Verzdgerungsschwankungen.
Néherungsweise kann dazu jeder Teilabschnitt des Weges separat untersucht werden. Exi-
stierender Verkehr und die neue Verbindung werden durch stochstische Prozesse zur Nach-
bildung der Zwischenankunftszeiten représentiert und iiberlagert (s. Abb. 2.2). Zur getrenn-
ten Ermittlung der Dienstgiiteparameter beider Stréme benttigt man ein Wartesystem, mit
dem Verlust-WKTn und Wartezeiten fiir die Teilstrome bestimmt werden kénnen. Hierbei
sollten auch Prioritéten beriicksichtigt werden kénnen, denn im Multiplexer mischen sich
Strome mit verschiedenen Dienstgiiteanforderungen. Die Unterscheidung der Stréme erfolgt
iiber die VCI und VPI.

Die Nédherung bei dieser Vorgehensweise liegt darin, daf§ Einfliisse des schon existierenden
Verkehrs auf die neue Verbindung nach Durchlaufen mehrerer Vermittlungsknoten ignoriert
werden; jeder Zellenverlust und jede Verzégerung durch Wartezeiten in einem Vermittlungs-
knoten verindern den Zellenstrom der neuen Verbindung hinter diesem Vermittlungsknoten,
also auf einem nachfolgenden Teilabschnitt. Dagegen ist der existierende Verkehr auf jedem
Teilabschnitt durch Messung charakterisierbar. Allerdings diirften die Verdnderungen des
Zellenstroms beim Durchlaufen des Netzes klein bleiben, da sehr kleine Verlust-WKTn und
Wartezeiten gefordert werden. Das so beschriebene Modell fiir die Vorgéinge bei der Ver-
bindungsannahme ist allerdings fiir einen On-line-Betrieb nicht geeignet, da Rechenzeiten
fiir die Ermittlung der Dienstgiiteparameter hiufig zu grol werden. Daher miissen einfache
Kenngrofien zur Schitzung der Verkehrseigenschaften verwendet werden, die mit einfachen
Rechenoperationen eine Annahmeentscheidung erméglichen. Solche einfachen Verfahren fiir
CAC, wie die sog. effektive Bandbreite” [100, 66, 35] oder die ”Sigma-Regel” [117] be-
schréanken sich ebenfalls auf die separate Untersuchung aller Teilabschnitte.

2.1.3 Nutzungsparameteriiberwachung mittels ” Leaky-Bucket”

Auch das mit ”Leaky-Bucket” bezeichnete Verfahren zur Nutzungsparameteriiberwachung
fiihrt auf ein Wartesystem mit deterministischer Bedienzeit. Es kann mit den in dieser
Arbeit entwickelten Verfahren ebenfalls behandelt werden. Dies ist aber nicht Hauptgegen-
stand der Arbeit.
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zeitkontinuierlich zeitdiskret
Ay P(k,D) P(k,D)
P(k,t) Differentialgleichung rekursive Summe
4P(k,t) = iP(j,t)D,H- Pk,t+1)=
=0 P(0,t)D, fiir k = 0
Xk: P(v,t)Dg_, fiirk>1
v=0

Semi-Markov-Kern
der Zwischen-

Q(z) = /OI ePoudu(D — Do)

¢
Q(¢) = YDy (D~ Dy)

ankunftszeiten k=1
—  bmas infinitesimaler Generator Ubergangsmatrix einer
D= Z D, eines Markov-Prozesses Markov-Kette
v=0

Tab. 2.1 Zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Wartemodelle mit korreliertem FEingabepro-
zefy ”Markovscher AnkunftsprozefS” im Vergleich. Einzelheiten iber Semi-Markov-Prozesse
und die hier aufgefihrten Matrizen finden sich in Kapitel 3.

2.2 Zeitdiskrete und zeitkontinuierliche
Modellierung

ATM-Multiplexer sind endliche Wartesysteme mit deterministischem Bedienproze§ und
FIFO3-Bedienstrategie. Grundsitzlich kann ihr stochastisches Verhalten sowohl mit den
”klassischen” zeitkontinuierlichen als auch mit zeitdiskreten Wartemodellen beschrieben
werden. Der einfachste klassische Ansatz ist das M/G/1/N-Wartesystem, wobei der G-
Bedienproze§ als deterministisch gewihlt wird. Dieser Fall kann durch Bestimmung der
stationiren Zustands-WKTn der zu Abgangszeitpunkten eingebetteten Markov-Kette (MK)
[20], p. 193 und anschlieende Transformation auf Ankunftszeitpunkte [86], p. 29 numerisch
behandelt werden.! Damit koénnen aber keine korrelierten Eingabeprozesse nachgebildet
werden, da M fiir den Poisson-Prozef§ steht. Ein neueres zeitkontinuierliches Modell, das
korrelierte Eingabeprozesse zulift, stellt das BMAP/G/1/ N-Wartesystem nach [75] (dort
fir N = o0) dar.’

Eine Schwierigkeit des BMAP /G/1/N-Modells ist die Komplexitéit des Losungsverfahrens.
Diese ist beim zeitdiskreten Aquivalent, dem sog. D[B]MAP (Discrete-time [Batch] Mar-
kovian Arrival Process), der in Kapitel 5 als Eingabeproze§ verwendet wird, um einiges

3First-In-First-Out.

“Dieses Verfahren findet auch in dieser Arbeit bei dem zeitdiskreten Modell mit korreliertem Eingabe-
prozeB in Kapitel 5 Anwendung.

5[B]MAP: [Batch] Markovian Arrival Process. Beim BMAP wird zu einem Ankunftszeitpunkt eine Batch-
ZV gezogen. Dieses Modell ist dquivalent zu dem des N/G/1/N -Wartesystems, das in der etwa 10 Jahre
slteren Arbeit [96] fiir N = oo behandelt wurde und einen weit komplizierteren Formalismus verwendet.
Dabei steht "N” fiir Neuts-ProzeB [87, 86]. Arbeiten fiir N < oo existieren bisher nur in dieser komplizierten
Notation, [6].
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niedriger. Die Teilmatrizen Ay, aus denen die jeweilige Systemmatrix aufgebaut ist (vgl.
Tab. 2.1 und die Ausfithrungen zum DBMAP in Kapitel 3) kénnen im zeitkontinuierlichen
System nur durch numerische Integration berechnet werden, da fiir ihre Bestimmung eine
Differentialgleichung der Matrixfunktion P(k,t) gelost werden mufB. Schon hierbei treten
Genauigkeitsprobleme [75] auf, die mit Blick auf Verlust-WKTswerte in der Gréfienordung
von 107 gravierend sein konnen. Im zeitdiskreten Fall wird diese Matrixfunktion durch
eine einfache rekursive Summe erzeugt.

Fiir endliche Bedienzeiten ist die Anzahl & von Kunden (ATM-Zellen) innerhalb eines In-
tervalls der Lidnge D im zeitkontinuierlichen Fall prinzipiell unbegrenzt, wihrend im zeit-
diskreten System leicht ein Maximum vorgegeben werden kann (b., < oo verlangen).
Damit liegt man néher am realen System.

Infolge der Struktur des Semi-Markov-Kerns der Zwischenankunftszeiten des BMAP [84]
ist es anscheinend unmdaglich, einen BMAP so zu parametrisieren, daf§ er nur Zwischenan-
kunftszeiten erzeugt, die ein vorgegebenes Minimum nicht unterschreiten, oder letzteres
wenigstens ausreichend genau anzunéhern. Der im Semi-Markov-Kern enthaltene Matrix-
exponentialausdruck® (vgl. Tab. 2.1)

< 1

Do = Z

v=0

(Dyu)” (2.1)

V!

mit seiner spektralen Zerlegung [20], p. 368

m
eDou, — Z (Z/\V’lBV (22)

v=1

deutet darauf hin. In (2.2) bedeuten \,,v = 1,...,m Eigenwerte von Dy und B,,v =
1,...,m Matrizen, die sich aus der Diagonalisierung von Dy ergeben. Die Nachbildung
einer Einzelquelle mit einer mazimalen Bitrate erfordert aber dieses Minimum der Zwi-
schenankunftszeiten.

Ein anderer, konzeptioneller Nachteil besteht darin, daf} die Uberlagerung von zwei MAPs
keinen BMAP, sondern wieder einen MAP ergibt, d.h. es konnen nicht gleichzeitig zwei
Ankiinfte auf einmal auftreten. Dagegen tritt dies bei der Uberlagerung zweier realer Ein-
zelquellen immer dann auf, wenn sie gleichzeitig eine Zelle erzeugen. Dies darf aber nicht
iiberbewertet werden, da das Verhalten des Wartesystems sich nicht wesentlich dndert, wenn
Ankiinfte exakt zeitgleich sind oder einen relativ kleinen Zeitabstand zueinander haben. Es
werden sogar Modelle diskutiert, die die Zwischenankunftszeiten als normalverteilt anneh-
men, dabei also auch negative Zwischenankunftszeiten zulassen, obwohl diese sinnlos sind.
Durch geeignete Parametrisierung werden negative Zwischenankunftszeiten sehr selten [1].
Ein weiterer zeitkontinuierlicher Ansatz ist das sog. ” Markov-modulated-fluid-flow”-Modell”
[2, 123]. Der ATM-Multiplexer wird dabei als Fliissigkeitsbehélter aufgefait, der mit kon-
stanter Stromungsrate, diese entspricht der konstanten Bedienzeit, entleert wird. Der An-
kunftsproze§ ist hierbei eine Strémung, deren Rate von einem Markov-Prozefi gesteuert
wird. Daher gibt es in diesem Modell keine diskreten Ankunftszeitpunkte wie etwa beim
Poisson-Prozefl. Dessen Ankunftsrate ist der Kehrwert der mittleren Zwischenankunftszeit.
Man interpretiert den Fliissigkeitsstand des Behélters als Wartezeit, und deren VF ist dann
Gegenstand der Analyse. Sie zeigt als asymptotisches Verhalten negativ-exponentiellen Ver-
lauf.

Sengl. matrix exponential
"hisher anscheinend nur mit unendlichem Speicher
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600 Mbit/s [b]

150 Mbit/s ] 150 Mbit/s

A B

Abb. 2.3 Eine Verbindung zwischen den Teilnehmern A und B auf 8 Teilabschnitten zur
Erliuterung der jeweiligen Bedienzeiten und der kleinsten auftretenden Zwischenankunfts-
zeit.

Als technische Systeme sind ATM-Multiplexer ihrer Natur nach zeitdiskret®. Als Zeiteinheit
kommt die Dauer eines Bit in Frage. Daher ist die zeitkontinuierliche Modellierung nur eine
Naherung. Jedoch liefert auch ein praktikables zeitdiskretes System wieder nur eine Nahe-
rung, da man die Zeiteinheit im Modell erheblich grofier wihlen muf} als die Lénge eines
Bit. Andernfalls wachsen die zur Losung erforderlichen Zustandsraume auf eine Grofe, die
nicht mehr handhabbar ist.

Fiir den allgemeinen Fall des BMAP gibt es offenbar (noch) keine Verfahren zur Anpassung
der Modellparameter an reale Quellen, jedoch fiir Sonderfille wie den Markov-modulierten
Poisson-Prozefs MMPP [81, 27]. Fiir das zeitdiskrete Analogon (DBMAP) wird in [10] ein Ver-
fahren zur Parametrisierung fiir Videoquellen vorgeschlagen; in [58] und Kapitel 8 dieser
Arbeit werden gemessene periodische Korrelationsfunktionen fiir VBR-Videoquellen mit-
tels eines DMAP nachgebildet. Fiir einen SSMP (Special Semi Markov Process) mit zwei
Zustanden steht nach [30] ein Verfahren zur Anpassung der Modellparameter zur Nachbil-
dung einer beliebigen Quelle zur Verfiigung.

2.2.1 Zeitdiskrete Modellierung fiir ATM

Viele Arbeiten verwenden zeitdiskrete Wartesysteme zur Untersuchung von ATM-Multi-
plexern [10, 13, 32, 51, 83]. Meist wird die Bedienzeit gleich der Zeiteinheit gesetzt. Dies
erlaubt einfachere Losungsverfahren.

Allerdings werden auch Bedienzeiten benétigt, die Vielfache der Zeiteinheit sind. Zur Er-
lduterung wird dazu eine Verbindung von A nach B in Abb. 2.3 betrachtet. Die Verbindung
sieht Leitungen mit Bitraten der GroBe 150 Mbit/s, 600 Mbit/s und wieder 150 Mbit /s. Fiir
die qualitative Betrachtung wird angenommen, daf nur diese Verbindung auf den beteilig-
ten Netzabschnitten existiert. Die Verbindung arbeite bei A mit ihrer Spitzenbitrate von
50 Mbit/s. Die Zeit fiir das Paketieren bestimmt den absoluten Zeitabstand zwischen zwei

8In [62], p. 190 wird der Standpunkt vertreten, dafl der zeitdiskrete Ansatz zur Modellierung technischer
Systeme meist der ”natiirlichere” sei. In jedem technischen System gibt es eine kleinste Zeiteinheit, die die
Auflésungsgrenze darstellt, so daB zwei nicht gleichzeitige Ereignisse dennoch als gleichzeitig erscheinen.
Trotzdem bendtigt man prinzipiell auch kontinuierliche Zufallsvariablen, etwa zur Schitzung des kontinu-
ierlichen Parameters, der ein (z.B. diskretes) Experiment bestimmt. Beispiel: Bestimmung des Parameters
p € (0,1) eines Bernoulli-Experiments mit unsymmetrischer Miinze. Hierbei verkniipft dann die Bayessche
Umbkehrformel kontinuierliche und diskrete Zufallsvariablen [104].
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nacheinander abgeschickten Zellen, da eine Zelle erst abgeschickt werden kann, wenn ihr In-
formationsfeld vollstandig beschrieben worden ist. Die Zeit fiir das Paketieren und damit der
kleinste Zeitabstand nacheinander abgeschickter Zellen betriigt 7 = (48-8 bit)/(50 Mbit/s).
Dieser Zeitabstand bleibt auf allen Teilabschnitten gleich grof, da angenommen wurde, da$§
sonst kein Verkehr auf den tangierten Teilabschnitten existiert. Wird als Zeiteinheit der
Ubertragungsstrecke die Bedienzeit (53 - 8 bit)/(600 Mbit/s) im Multiplexer, der auf die
Leitung mit 600 Mbit/s fiihrt, zu D = 1 gewihlt, so sieht dieser Multiplexer als kleinste
Zwischenankunftszeit etwa 11 Zeiteinheiten ((48/50)/(53/600) ~ 11). Der Multiplexer am
Eingang der 150-Mbit/s-Leitung, die nach B fiihrt, hat dann eine Bedienzeit von 4 Zeitein-
heiten (das Auslesen dauert hier viermal so lange wie bei der 600-Mbit/s-Leitung), sieht
aber auch als kleinste Zwischenankunftszeit 11 Zeiteinheiten. Kommt im Multiplexer der
nach B fiihrenden Leitung noch Uberlagerungsverkehr anderer Verbindungen hinzu, so zeigt
dieser UberlagerungsprozeB aus stochastischen Griinden als kleinste Zwischenankunftszeit
die Zeiteinheit.

Besonderheiten zeitdiskreter Wartesysteme In zeitdiskreten Wartesystemen konnen
Abginge und Ankiinfte mit positiver WKT gleichzeitig stattfinden. Im zeitkontinuierlichen
Fall ist das nur mit WKT Null méglich [44].

Im Falle der Gleichzeitigkeit muf} (bei endlichem Wartesystem) zusétzlich festgelegt werden,
in welcher Reihenfolge Ankunft und Abgang stattfinden sollen. Trifft etwa eine Ankunft auf
ein volles System und findet gleichzeitig ein Abgang statt, so geht die Ankunft verloren,
wenn sie unmittelbar vor dem Abgang stattfindet. Dagegen wird wieder ein Platz frei, wenn
der Abgang als unmittelbar vor der Ankunft stattfindend definiert wird. Daher unterschei-
det man die zwei Zulassungsregeln [62, 45]

e Arrival first (AF): Bei Gleichzeitigkeit von Ankunft und Abgang sieht der ankom-
mende Kunde® den abgehenden noch.

e Departure first (DF): Bei Gleichzeitigkeit von Ankunft und Abgang verldfit der
abgehende Kunde das System unmittelbar vor der Ankunft.

In der dlteren Arbeit [62], p. 193 wird DF mit ”early arrival system” und AF mit "late
arrival system” bezeichnet. Es ist erstaunlich, daf trotz der zeitdiskreten Struktur Begriffe
verwendet werden, die der kontinuierlichen Welt entstammen: ”unmittelbar vor, unmittel-
bar nach”. Bei AF hinterldfit ein Abgang niemals ein volles System, wihrend dies fiir DF
genau dann moglich ist, wenn gleichzeitig mit einem Abgang eine (Mehrfach-) Ankunft
stattfindet, die das System voll macht.

2.3 Transiente und stationire Modellierung

Ublicherweise werden Dienstgiiteparameter fiir einen Multiplexer im stationdren Fall be-
rechnet, d.h. die Quellen erzeugen schon seit langer Zeit Zellen. Wenn die Beschreibung
des Multiplexers auf eine Markov-Kette fiihrt, dann bestimmen ihre stationiren Zustands-
WKTn die Dienstgiiteparameter. Insbesondere fiir die Modellierung der Situation bei der
Verbindungsannahme von Quellen mit kurzer Dauer kann diese ”stationére” Betrachtung
nicht ausreichen. Whitt in [120], p.72: ”If sources come and go relatively slowly compared to
the way congestion changes, this steady-state view may be appropriate. However, if sources

9In der Warteschlangentheorie werden die Begriffe Kunden und Ankiinfte nebeneinander verwendet.
Hier wird manchmal auch von Zellen gesprochen, wenn der ATM-Zusammenhang im Vordergrund steht.
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come and go relatively quickly, it may be much better to base admission decisions on a
transient analysis reflecting the present state of congestion in the system.”

Die im folgenden eingesetzte Methode der Restarbeit erlaubt ohne weiteres die Betrach-
tung auch des transienten Falls, wihrend das Verfahren in Kapitel 5 ("M/G/1-Typ War-
tesystem”) numerisch behandelbare Ausdriicke nur fiir den stationiren Fall liefert, vgl. die
transienten Ausdriicke in den Gln. (5.23), (5.24) und (5.25).

Beitrige dieser Arbeit

In den folgenden Kapiteln werden bisher bekannte Wartemodelle wesentlich erweitert: In
[113] wurde mittels des Begriffes der Restarbeit ein Algorithmus fiir ein zeitdiskretes War-
tesystem vom Typ GIX}/D/1/N fiir DF und D = 1 entwickelt. Das Superskript deutet an,
daB zu einem vom Erneuerungsproze GI (General Independent) erzeugten Ankunftszeit-
punkt zusitzlich eine Zufallszahl gezogen wird, die die Anzahl w gleichzeitig ankommender
Kunden bedeutet (w-Batch). Dieses Verfahren wird zum SMPIX1/D/1/N so erweitert, daf
fiir AF und DF sowie D > 1 ein beliebiger zeitdiskreter Semi-Markov-Prozef die Zwi-
schenankunftszeiten erzeugen kann. Schliefilich wird auch die Verallgemeinerung auf den
Fall einer beliebigen Bediendauerverteilung behandelt.

In [13] wurde das DMAP/G/1/N-Wartesystem fiir N < oo und AF betrachtet und mit-
tels heuristischer Ubertragung aus dem schon bekannten zeitkontinuierlichen Fall analy-
siert. Kapitel 5 erweitert die Ergebnisse fiir N < co zum DBMAP /G /1/N-System fiir AF10
und DF. Damit kénnen hier auch Mehrfachankiinfte nachgebildet werden. Die gegebenen
Beweise basieren auf der Markov-Erneuerungstheorie. Der Losungsansatz liefert auch die
vollstandige Beschreibung des Semi-Markovschen Abgangsprozesses. Die Semi-Markovsche
Reprisentation der Uberlagerung zweier DMAPs wird erstmals entwickelt. Die Ausfiihrun-
gen iiber den DBMAP und seinen Zéhlprozef gehen iiber die Darstellung in [8] hinaus.
Beide Verfahren werden dann so erweitert, daB fiir zwei verschiedene Verkehrsstrome, wie
in Abb. 2.2 erldutert, Dienstgiiteparameter getrennt und unter Beriicksichtigung von zwei
Priorititsklassen berechnet werden konnen. Die implementierten Algorithmen zu beiden
Verfahren konnen gegenseitig validiert werden, da fiir manche Eingabeprozesse beide Ver-
fahren geeignet sind. Der Ansatz der Restarbeit liefert hier einen direkten Zugang zu tran-
sienten Dienstgiiteparametern. Er erlaubt zusétzlich die Berechnung einer bedingten Ver-
lustwahrscheinlichkeit fiir einen der Eingabestrome.

Abschliefend werden gemessene Eigenschaften von Videoquellen mittels des DMAP-Eingabe-
prozesses nachgebildet und daran die Einfliisse der periodischen Korrelationsfunktion auf
die Dienstgiiteparameter untersucht. Ein im ATM-Zusammenhang héufig diskutiertes War-
tesystem, das DBMAP/D/1/N-Modell mit einer der Zeiteinheit des Systems gleichen Be-
dienzeit, wird so verallgemeinert, daf§ die Bedienzeit der f-te Bruchteil (f > 1) dieser
Zeiteinheit sein kann. Damit kénnen Schwierigkeiten umgangen werden, die bei der Un-
tersuchung des Videoquellenmodells mit periodischer Korrelationsfunktion infolge eines zu
grofien Zustandsraum entstehen [57].

101p [8] werden die Formeln (5.26), (5.32) und (5.33) angegeben, aber auf anderem Weg bewiesen. Dort
wird nicht explizit zwischen AF und DF unterschieden und AF betrachtet.
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3 Semi-Markov-Prozesse (SMP)
und Markov-
Erneuerungsprozesse (MEP)

SMP und MEP reprisentieren zwei verschiedene Standpunkte fiir die (gleiche) einfachste Er-
weiterung von Erneuerungsprozessen zur Erzeugung von Zufallsvariablen (ZVn), die nicht
mehr unabhéngig und daher (meist) korreliert sind. Wenn die ZVn als Zwischenankunftszei-
ten eines Wartesystems interpretiert werden, lassen sich korrelierte Verkehrsquellen nach-
bilden, wie sie in ATM-Multiplexern vorkommen.

Die folgenden Kapitel behandeln zwar ausschlieflich zeitdiskrete Wartesysteme; dennoch
werden die (zeitkontinuierlichen) Markov-Prozesse erwihnt, um zu verdeutlichen, warum
man SMP und MEP unterscheidet. Zeitdiskrete Semi-Markov-Prozesse werden auch als
Semi-Markov-Ketten bezeichnet [60].

3.1 Stochastische Prozesse (SP)

Ein stochastischer Prozef (SP) X = {X,,t € T'} ist eine Familie von indizierten ZVn X, mit
t € T, wobei die Parametermenge T meist als Zeit interpretiert wird. Die ZVn X, nehmen
Werte im (gemeinsamen) Zustandsraum IE an, der im folgenden als abzihlbar (d.h. diskret)
und meistens endlich angenommen wird. SP werden auch als Zufallssequenzen bezeichnet.
Sie umfassen die zeitdynamischen Aspekte von ZVn.

Eine ZV ist eine Abbildung mit Werten in IE, die jedem Elementarereignis w in 2 einen
Wert Y'(w) zuordnet.  heifit Stichprobenraum. Eine Teilmenge von Elementarereignissen
wird als Ereignis bezeichnet. Halt man w fest und betrachtet die Abbildung ¢ — X;(w), so
erhélt man einen Pfad des SP.

SP werden vollstindig beschrieben durch die Menge aller endlich-dimensionalen Vertei-
lungsfunktionen (VFn) P{X,, <z, X;, < 2o, ..., Xi, <z} [37]. Ein SP heifit im strengen
Sinne stationér (SSS'), wenn die endlich-dimensionalen VFn invariant gegen eine beliebi-
ge Zeitindexverschiebung sind (80, 91]. Zur Konstruktion von SP ist es nach [20], p. 235
tiblich, den Stichprobenraum 2 selbst als Menge aller Abbildungen w : [0,00) — IF aufzu-
fassen (zeitdiskret: w : INg — IE), und fiir alle ¢ > 0 und w € Q zu definieren: Yi(w) = w(t).

Einige Bezeichnungen: E[Y], Var[V]: Mittelwert bzw. Varianz der ZV Y .
{Sp=i}={weQ: S,(w)=1}.

P{S, =i} := P({S, =i}) .

Der Ausdruck P{S,;; = j|S,} ist als Abbildung ¢,(S,) aufzufassen mit

¢](7) = P{Sn+l = .7|Sn = i}w vgl. [20]7 p-34.

!Strict Sense Stationary.
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3.2 Erneuerungsprozesse, Markov-Ketten und
Markov-Prozesse

Markov-Erneuerungsprozesse wurden erdacht als Verallgemeinerung von Erneuerungspro-
zessen, Markov-Ketten (MKn) und Markov-Prozessen, die nachfolgend definiert werden.
Markov-Prozesse werden von manchen Autoren auch als zeitkontinuierliche Markov-Ketten
bezeichnet, etwa in [17].

Definition 1 (Erneuerungsprozefl [20]) Der stochastische Prozef {T,, n € No,Tp = 0}
T, € Ry, T, < Tp41 heift Erneuerungsprozef, wenn T, — Ty, Ty — Ty, ... stochastisch
unabhingige und identisch verteilte nicht-negative ZVn sind 2,

Bei einem Poisson-Proze8 bildet die Folge der Zeitpunkte T, zu denen Ankiinfte erzeugt
werden, einen Erneuerungsprozef, da die Zeitdifferenzen 75,11 —T,, stochastisch unabhéingig
und negativ-exponentiell verteilt sind mit festem Ratenparameter.

Definition 2 (Markov Kette) Ein stochastischer Prozeff {S,, n € No} heifit Markov-Kette
mit Zustandsraum IE, falls fiir alle j € IE und alle n € INg gilt:

P{Sp1 = j|Sn,-- -, So} = P{Sns1 = jISa} - (3.1)

Die MK heifit zeithomogen, falls die Ubergangs-WKTn pij = P{Sn11 = j|S» = i} nicht
vom Index n abhdngen.

Im Rahmen dieser Arbeit bedeutet eine MK immer die oben definierte zeitdiskrete MK.
Die Ubergangs-WKTn p;; werden iiblicherweise in einer Matrix p := (Pij)i<ij<m zusam-
mengefafit, wobei IF = {1,2,... ,m} gewihlt wurde. Die oben definierten MKn sind MKn
erster Ordnung, da die zukiinftige Entwicklung ab dem n-ten Zustand lediglich durch ei-
ne ZV S, bestimmt wird. Bei MKn h-ter Ordnung bestimmen die h ZVn Sp,...,Sn—h+1
das zukiinftige Geschehen. Nach [20], p.142 kénnen MKn h-ter Ordnung durch Ubergang
zu den Zufallsvektoren (S, ..., Sn_ny1) immer auf eine MK erster Ordnung zuriickgefiihrt
werden.

Durch Zulassen einer zeitkontinuierlichen Parametermenge gelangt man zu den Markov-
Prozessen.

Definition 3 (Markov-Prozef, [20]) Ein stochastischer Prozef Y = {Y;, t € R} heift
Markov-Prozef mit Zustandsraum IE, falls fir alle s,t > 0 und j € IE gilt:

P{Yy4s = j|Yusu <t} = P{Yoru = jIVi} . (3.2)

Chung [17], pp. 4, 140 definiert als Markov-Eigenschaft (sowohl im zeitdiskreten wie im
zeitkontinuierlichen Fall) noch etwas allgemeiner: Fiir alle n > 2,0 <t; < ... < t, und
alle iy, ... ,ip € IE gilt P{Y;, = in|Vin_y = in-1,..., Yy = i1} = P{Y}, = in|¥;,, = In—1}-
Daraus ergeben sich dann Gl. (3.2) bzw. GI. (3.1).

Ein Pfad t — Y;(w) eines Markov-Prozesses ergibt sich fiir (fast) alle w € £, wie folgt: Zum
Startzeitpunkt Ty(w) = 0 befindet er sich in einem Zustand So(w) = Yo(w), in dem er fiir
einige Zeit verweilt. Zu einem Zeitpunkt T (w) springt er in einen anderen Zustand Si(w) =

2Die angelsichsische Literatur verwendet dafiir die Abkiirzung iid.: “independent identically
distributed”.
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Y7, (w)(w) # So(w), um dort zu bleiben, bis zum Zeitpunkt Ty(w) wieder ein anderer Zustand
Sa(w) = Y1) (w) als der gerade besuchte betreten wird, usw. Die Zeitpunkte Ty, Ty, T, . ..
bezeichnen also echte Zustandswechsel von Y, und S0, S1,S2,... sind die nacheinander
besuchten (verschiedenen) Zustéinde. Gemi8 Theorem 8.3.3 sowie Corollaries 8.3.10 und
8.3.11 in [20] gilt fiir Markov-Prozesse:

e Der SP Sy, S1, S, . .. der nacheinander besuchten Zustéinde bildet eine MK. Diese MK
heiBt ”zu Ubergangszeitpunkten eingebettet”. Ihre Ubergangsmatrix hat nur Nullein-
trage auf der Hauptdiagonalen, da ein Ubergang immer in einen anderen Zustand als
den gerade besuchten fiihrt.

e Die Zustandsverweilzeiten 7,1 — T}, im Zustand S, bis zum Ubergang nach S, sind
negativ-exponentiell verteilt mit dem Ratenparameter A(S,), d.h. die VF hingt nur
vom gerade betretenen Zustand, nicht aber vom nichsten zu besuchenden ab. Formal
wird das gefaft in der folgenden bedingten WKT

P{Tpi1 — T, > t|Snp1 = §, Sp = i} = 2O (3.3)

e Die Zeiten zwischen Ubergé’mgen sind bedingt unabhingig voneinander bei vorgege-
benen aufeinanderfolgend besuchten Zustinden. Die Rate jeder der negativ-exponen-
tiellen Verweilzeit-VFn hiingt nur vom gerade besuchten Zustand ab

P{Ty =Ty > to, ..., Tni1 = Ty > ta|Snt1 = tns1, Sp = in, ..., S5 = i} =

e Miolto | p=Alin)t (3.4)

3.2.1 Die starke Markoveigenschaft, Stoppzeiten

Die Markoveigenschaft, wie sie in den Gln. (3.1), (3.2) formuliert ist, bezieht sich auf
feste (deterministische) Zeitpunkte n bzw. ¢. Fiir verschiedene Anwendungen der Theo-
rie bendtigt man die Markoveigenschaft auch fiir Zufallszeiten. Falls sie gilt, spricht man
von der starken Markoveigenschaft. Insbesondere gilt die starke Markoveigenschaft bei einer
MK X fiir Zufallszeiten T', wenn iiber das Eintreten des Ereignisses {T' < n} allein durch
Betrachtung der Folge Xy, X, ..., X, entschieden werden kann. Solche Zufallszeiten heifien
Stoppzeiten. Asmussen [3]:” The important strong Markov property states that for the sake
of predicting the future development of the chain, a stopping time may be treated as a fixed
deterministic point of time.”

Beispiele fiir Stoppzeiten: Der erste Zeitpunkt, zu dem die MK X einen vorgegebenen Zu-
stand betritt; der erste Zeitpunkt, zu dem die MK eine vorgegebene Menge von Zustinden
betritt; der k-te Zeitpunkt, zu dem X eine vorgegebene Zustandsmenge betritt.

Jede positive natiirliche Konstante ist eine Stoppzeit. Die Summe zweier Stoppzeiten ist
eine Stoppzeit. Die groBere (kleinere) von zwei Stoppzeiten ist eine Stoppzeit. Der letzte
Zeitpunkt, zu dem X einen Zustand besucht, ist keine Stoppzeit [20},p. 117£., [80], p. 69.
Die Abgangszeitpunkte von Wartesystemen vom M/G /1-Typ in Kapitel 5 sind Stoppzeiten
fiir den dort vorliegenden Eingabeproze8.

3.3 Semi-Markov-Prozesse (SMP)

Markov-Prozesse kénnen durch eine MK zu Zustandswechselzeitpunkten und (bedingt un-
abhingige) negativ-exponentielle VFn fiir die Zustandsverweilzeiten vollstindig beschrieben



22 Semi-Markov-Prozesse (SMP) und Markov-Erneuerungsprozesse (MEP)

werden. Dadurch wird eine MK und eine Folge bedingt unabhingiger Zufallszeiten ver-
kniipft; unter der Bedingung gleicher besuchter Zusténde sind die Verweilzeiten identisch
verteilt und (bedingt) unabhéngig, dhnlich den Erneuerungsprozessen. Das motiviert eine
allgemeinere Verkniipfung von Erneuerungsprozessen und MKn: Man 188t die Verteilungen
als beliebig (also nicht mehr nur negativ-exponentiell) zu, gibt ihnen noch eine Abhéngig-
keit vom nichsten zu besuchenden Zustand der MK und erlaubt auch MKn, die positive
Eintrige auf der Hauptdiagonalen ihrer Ubergangsmatrix haben.

Dann sind einerseits Erneuerungsprozesse berticksichtigt durch den Fall einer MK mit einem
einzigen Zustand und andererseits MKn bei Festlegung deterministischer Zustandsverweil-
zeiten der Grofe 1. Dazu betrachtet man den VerbundprozeB (S, T') := {(Sa,Tn);n € No},
wobei S, Werte im Zustandsraum IE = {1,...,m} annimmt und 7, die Zustandswechsel-
zeitpunkte (7, < Ty,4+1) bezeichnet.

Definition 4 (Markov-Erneuerungsprozef) Der SP (S, T) heifit ein Markov-Erneuerungs-
prozefl mit Zustandsraum IE, falls gilt

P{Sn_H :j,Tn+1 _Tn <tlSn,...,S(),Tn,...,Tg}=

= P{Sn+1 =5, Tonn —Tn < t|Sn}- (3.5)
fiir alle n € N und t € R§ (zeitkontinuierlich) bzw. t. € Ny (zeitdiskret).

Zeithomogenitit bedeutet wieder, dafl die WKTn Qj;(?) =P{Sp1=J, Tny1—Tn < t|Sn =14}
vom Index n des Zustandswechselzeitpunktes unabhiingig sind. Die Menge der WKTn
{Qi;(t) : 4,5 € IE,t € Ry} heift Semi-Markov-Kern iiber IE. {Sn;n € Ny} ist eine
MK mit den Ubergangs-WKTn p;; = lim_e Qi;(t), und der Quotient

5 (T . )
Ry = B0 (1 - T, <t = .5 1) (36)

ij

ist fiir p;; # 0 eine VF der Verweilzeit im Zustand ¢ bis zum Ubergang nach ] (t=17
zugelassen). Bekanntlich ist fiir t; < t» auch Q;(t;) < Qi;(f2) (eine groBere Menge hat ein
groferes WK Tsmaf), d.h. py; = limy,o0 Qi(t) = 0 impliziert Qi;(t) = 0 fiir alle t. Im Falle
pij = 0 definiert man daher Fy;(t) = 1 [20].

Markov-Prozesse sind gekennzeichnet durch eine einzelne ZV mit kontinuierlicher Indizie-
rung, Markov-Erneuerungsprozesse aber durch zwei gekoppelte, diskret indizierte ZVn, die
bei geeigneten Eigenschaften einen Markov-Proze reprasentieren. Eine kontinuierliche In-
dizierung erreicht man auch fiir beliebige MEP, wenn man einem MEP (mit endlichem
Zustandsraum) den SP Y := {V};¢t € R{} durch die Definition

fir alle w € Q: Yy(w) := Sp(w) fiir Tp(w) <t < Tnya(w) (3.7)

zuordnet.? Dieser SP heifit dann der dem MEP zugeordnete SMP. Cinlar [20], p.316: ” Ano-
ther convenient picture in describing a Markov Renewal process is provided by the process
Y.

Die Vorsilbe ”Semi” deutet hin auf die auf Zustandswechselzeiten T}, eingeschrankte Markov-
eigenschaft

P{Y(Tn + t) = ]|Y(Tn)1 Y(Tn—l)v cee :Y(TO)} = P{Y(Tn + t) = ]lY(Tn)}

3Piir unendliche Zustandsraume wird ein erweitertes Konzept [20] erforderlich; diese Arbeit bendtigt
nur den Fall endlicher Zustandsraume.
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Cinlar, p. 337: ” The expression Semi-Markov goes back to the somewhat limited Mar-
kov property for Y that the future of ¥ is independent of its past given the present state
provided that the 'present’ is a time of jump.” Wenn die Zustandsverweilzeiten negativ-
exponentiell verteilt sind, ergibt sich die volle Markoveigenschaft nach Gl. (3.2) infolge der
sog. Geddchinislosigkeit der negativ-exponentiellen Verteilung. Die Verteilung einer ZV T
besitzt die Eigenschaft ” Gedachtnislosigkeit”, falls P{T > t+A|T' > ¢t} = P{T > h} erfiillt
ist [80], p. 64.

Ubergiinge von einem Zustand in denselben sind bei allgemeinen SMP erlaubt und be-
obachtbar. Sie konnen ausgeschlossen werden, indem die MK mit Nulleintriigen auf der
Hauptdiagonalen versehen wird; sind zusétzlich die VFn der Zustandsverweilzeiten negativ-
exponentiell und nicht vom néchsten zu besuchenden Zustand abhingig, so liegt ein Markov-
Proze§ vor. Eine MK ergibt sich bei identischen Zustandsverweilzeiten der Grofie 1, ein
Erneuerungsprozeff, wenn nur ein Zustand angenommen wird (dann gibt es auch nur eine
VF fiir die Zustandsverweilzeit und die Verweilzeiten sind ”i.i.d.”) oder die Fy;(t) alle gleich
sind.

Entwicklung eines Pfades Sobald ein SMP den Zustand i betreten hat, wird nach Maf-
gabe der Ubergangs-WKT pi; der néchste zu besuchende Zustand j ausgewihlt und dann
eine Verweilzeit geméf} der VF Fj;(¢) fiir das Verbleiben im Zustand 7 bis zum Ubergang
nach j gezogen. Zur Erzeugung von Zwischenankunftszeiten wird das Betreten eines Zu-
stands als Ankunft interpretiert. Durch Zulassen von Verweilzeiten der GroéSe Null kann
man Mehrfachankiinfte erméglichen. Zur Auswahl des Startzustandes miissen geeignete
Start-WKTn vorgegeben werden. Meist wihlt man die stationire Losung P der eingebet-
teten MK.

3.3.1 Zeitdiskrete SMP

Zur weiteren Behandlung des zeitdiskreten Falls werden mittels A4, := n+1 — I die fol-
genden Ausdriicke definiert:
Qij(t) = P{Sn—H = jy An = tlsn = i}, (38)
. . P{An = t7 Sn+1 = jy S’n = Z} ql](t)
1i(t) i= P{A, = t|Spy1 =75, =i} = - - = . 3.9
Folt) 1= PLn = tiShss =5 $o =i} = Pttt b RS S MR (3)

Es werden die (m x m)-Matrizen verwendet: p = (pi;)1<ij<m, a(t) = (gs;(t))1<ij<m und

Q1) = (@i (t)1<ij<m -
Verbund-WFn der ZVn Ay, die schlieflich auf die Korrelationseigenschaften der Zustands-
verweilzeiten fiihren, erhélt man aus folgendem Zusammenhang:

Hilfssatz 1 Fir alle t,,. .., t,1 € Ny, v € N gilt
P{An S An+u = tn+u‘Sn =y, Sn+l/+1 = in+u+1} =

= finin+1 (tﬂ) et fin+uln+u+1 (tTH—I/) . (310)

Beweis: Der Zihler der bedingten WKT kann mittels Gl. (3.5) faktorisiert werden unter
Beriicksichtigung von

00
{An=tn, ., Anty =tan} = U{T =7 Tn1 = T+tn, -+, Tngwin =T+t +...+tpyn}:

7=0
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Fiir jedes v > 1 gilt:
P{An =tn, -y Antv = tn+uysn =in, ey Sntotl = 7;n-i-l/+l} =

o
= Z P{An+u = lntv, Sp =lnyeees Sn+u+1 = Tntutls
7=0

Tn=7,Ths1=T+tn, ..., Tntw =T+t +...+topp1} =
= P{Sn+u+1 = 4w+l AvH'-u = tn+u|Sn+u = in+u} :
0
ZP{Sn :ina‘-‘asﬂ.+u = in+u1Tn = TaTrH-l =T+tn, ..,
7=0
Tn+u =T+tn+-~~+tn+u—l} =
= P{Sn+u+1 LT toto|Sntw = ntw) -

P{An =tn,.. -,An+u—1 = tntv-1, Sp =lny - 7Sﬂ+l/ = in+u}

Insbesondere gilt fiir v = 1:
P{An+l = tn+17 An =tn, Sn+2 = Z.n+2> Sn+1 = in+17 Sn = in} =
P{Sn+2 = in+2»An+1 = tn+1|Sn+1 = in+1} : P{Sn+1 = in+ly An = tnlSn = Zn} N P{Sn. = ln} .

Der Nenner ist eine Verbund-WKT einer MK, d.h.
P{Sn S Sﬂ+u+1 = in+u+1} = P{Sn = iﬂ} * Diningr "+ " Pingvingwsrr

und mit Gl (3.9) ergibt sich die Behauptung. o

Entsprechend gilt fiir Verbund-VFn die Faktorisierung
P{An Stpyeooy Angw < tn+l/|sn =lny e Spavt1 = 'in+u+1} =
= Lining1 (ta) - Finpingwi (t‘ﬂ+u)v (3-11)

und diese Beziehung beschreibt auch den zeitkontinuierlichen Fall [20]. Gl. (3.11) fithrt nun
auf einen Ausdruck fiir die Verbund-VFn

P{An <tn, .., Anyy S topp} =
= Z Pz(:) ‘ Qinin+1 (tn) Ceast Qin+uin+u+1 (tﬂ+u) =

inyensintv+1 €EE

=P™ . [[ Qltnsn) e, ¥=0,1,2,... . (3.12)

=0

P® = (P™, ... P™) bedeutet hier den Zustands-WKTsvektor der eingebetteten MK
nach n Schritten, e:=(1,...,1)T  mit rn Komponenten.

Die Verbund-WF lautet
P{A,=tn,..., Aptv = totu} =

=P™ . [l altr+s) -6, v=0,1,2,... . (3.13)

p=0

Allgemein ist das Matrixprodukt in Gl. (3.12) verschieden vom Zahlenprodukt

H P{An+u < tn+u} = H [B(TH—”) : Q(tnﬂt) -_e_] ’

u=0 p=0
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so dafl die Zustandsverweilzeiten i.a. nicht mehr unabhiingig sind. Wihlt man fir P™
die stationdre Losung der eingebetteten MK, so erhilt man im strengen Sinne stationiire
Verbund-VFn P{A4, < t,,...,Apts < tpiw}, d.h. sie sind invariant gegen eine beliebige
Verschiebung des Index n [80].

Diskretisierung eines Markov-Prozesses Es wurde schon erwithnt, daf die einge-
bettete MK eines Markov-Prozesses Nulleintridge auf der Hauptdiagonalen hat. Eine zeit-
diskrete Approximation eines Markov-Prozesses kann durch eine MK X erzeugt werden.
Dazu betrachtet man die in X zu echten* Zustandswechseln eingebettete MK S. S, be-
deute den Zustand, der zum Zeitpunkt 7;, beim n-ten echten Wechsel betreten wird. T,
ist eine Stoppzeit, weil iiber das Auftreten des Ereignisses {7;, < v} allein durch Kenntnis
von Xg, X1,..., X, entschieden werden kann. X, = ¢ impliziert X7, _; # i. Mit der MEP-
Notation erhélt man fiir j # ¢

P{Spn1 =5, T = T = k|S, = i} =
P{Xpk = J, Xtpihr = 4y, X1 = i|Xp, =4, Xy # i} =
P{X1k = 5, Xryshor = 4y, X1 = il X, =1} = pl'py
und
P{Su1 = jlSn =i} = 22 P{Sn+1 = J, Tn41 — Tn = k|Sp = i} = pi; /(1 — pys),
so dafl die WF der Zustandsverweilzeit lautet
P{Toi1 = T = k|Sups = 5,50 = i} = (1 —pa)pk™ fiir j £ 1.

Sie hingt nicht vom Zielzustand j ab und ist geometrisch verteilt.

3.3.2 Korrelationseigenschaften

Globale Korrelation Ublicherweise wird als Ma# fiir die Nicht-Unabhéangigkeit eines im
strengen Sinne stationéren SP, hier fiir die Zustandsverweilzeiten, der folgende Korrelati-
onskoeffizient h-ter Ordnung verwendet

Cov[A,, Ant]

tp := Corr[Ap, Aptp) = e
' A ] Var[A,)Var[A, 4]

(3.14)

mit

Cov[An, Anin] = E[(An — E[An]) (Antn — E[Anin])] = E[An - Anyn] — E*[A4)]
und

Var[An] = E[(An — E[A4])?] = E[A7] - E’[A,] = Var[Ap] -
Fiir beliebige reelle Zahlen a,b,¢,d € R gilt [80]

CorrlaA, + b, cApin + d) = Corr[A,, Apyp) -

Aus £ = 0 folgt i.a. nicht, daf Unabhéngigkeit vorliegt. Natiirlich sind aber unabhingige
ZVn unkorreliert, d.h. x = 0.

4d.h. der, Ubergang fithrt in einen anderen als den gerade besuchten Zustand
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Wie in [30, 31, 107] wird hier x; zur Unterscheidung vom nachfolgend definierten lokalen
Korrelationskoeffizienten als globaler Korrelationskoeffizient bezeichnet.

Fiir einen beliebigen zeitdiskreten (SSS) SMP gilt

E[A, - Anin] =P - itq(t) -pht. i tq(t')-e firh>1, (3.15)
t=1 ' t'=1
E[A%]l=E- i tq(t) e, (3.16)
t=1
E[Ad = P- 3 tq(t) - . (3.17)
t=1

Lokale Korrelation Im Gegensatz zu ky, ist der lokale Korrelationskoeffizient g, (z) eine
Funktion der méglichen Werte z, die die betrachteten ZVn annehmen kénnen. Die Defi-
nition erfolgt (hier wieder fiir die Zustandsverweilzeiten) mittels der A = {An,n € No}

zugeordneten biniren ZV ({(x)

1 ifA, >z,
(H(z) = { 0 ifA <z (3.18)

unter Verwendung des globalen Korrelationskoeffizienten durch
on(a) := Corrl¢{(a), (@] - (3.19)
Nach [30], p.22 148t sich Gl. (3.19) iiberfiihren in

P{A, >z, Anyn < x}
0@ =1 p e (- Pl <] (520

und dieser Ausdruck ist dquivalent zu dem in [108] gegebenen. Der lokale Korrelationskoef-
fizient erlaubt die Bestimmung aller einen SSMP (s. u.) mit zwei Zustinden beschreibenden
Parameter aus MeBwerten [30], so da im Hinblick auf die ATM-Problematik die Parame-
ter geeigneter SSMPs auf reale Quellen angepafit werden kénnen. Der globale Korrelations-
koeffizient 146t das nicht zu.

Dispersionsindex (Index of dispersion) In [111] wird ein weiteres Korrelationsmaf
verwendet, der sog. Dispersionsindex fiir Zeitintervalle nach [25]. Er setzt Var[T}] in Bezie-
hung zum entsprechenden Wert, der sich fiir den Poisson-Prozef§ ergibt; nach [25], p. 71
sind Var[T}] und Corr[A,, Anx) dquivalent. Weitere Eigenschaften finden sich in [111].

» kVar[Ti]  kVar[Ao] +2 35 (k — 5)Cov[Ao, 4]

“=TEmg KEZ[A,] (3.21)
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3.3.3 Der spezielle Semi-Markov-Prozef3 (SSMP)

Sind die VFn Fj;(t) unabhéngig vom nichsten zu besuchenden Zustand 7, d.h. kann man
auf diesen Index verzichten, so wird der SMP bei [30, 32] als spezieller Semi-Markov-Prozef
bezeichnet. In einer dlteren Arbeit [60] findet sich die Bezeichnung “unabhingiger Semi-
Markov-Proze8”. Infolge dieser Eigenschaft vereinfachen sich einige Rechenausdriicke. Der
Semi-Markov-Kern kann als Matrixprodukt geschrieben werden

Q(t) = Diag(Fi(t),..., Fu(t)) -p (3.22)

und die (stationdre) VF der Zustandsverweilzeit ergibt sich als Linearkombination der VFn
der Verweilzeit in den einzelnen Zusténden

F(t) := P{A, < t} = P - Diag(F\(t), ..., Fu(t)) -e = iﬂ-Fi(t) . (3.23)

Globaler Korrelationskoeffizient ([29], p.93)

moY™, PEA®](pl - P)E[A®
CorrAy, Ay ) = === £/ar[l4( ]J ;)E[AY)] ’

wobei 4@ die ZV der Verweilzeit im Zustand i bezeichnet. Diese ZV wird nicht mit n
indiziert, da es keinen direkten Zusammenhang zur n-ten Ankunft gibt.

(3.24)

Weitere Vereinfachungen ergeben sich fiir den Fall von m = 2 Zusténden (SSMP(2)). Dann
sind die globalen Korrelationskoeffizienten von Zustandsverweilzeiten A und eingebetteter
MK S proportional, und beide fallen mit wachsender Ordnung h geometrisch

PiVar[AD] 4+ PVar[A®@)\
it An) = ()" . 2
Corrldnin Anf = (57" {1+ B e — Efa@) ) (3.25)
“[15] =1-p12 — pa, "C&f] = (K'lls})h
Ein Beweis fiir den Zusammenhang Corr[S,,, Sp4n] = Corr[Sy, Spy1]? = [ ])h bei m = 2 ist

in [106] enthalten. Infolge des geometrischen Abfalls mit der Ordnung h kann ein SSMP(2)
die in [90] fiir Zwischenankunftszeiten gemessenen (schwach) periodischen Korrelationsfunk-
tionen nur bedingt reprisentieren. Fiir eine Nachbildung der periodischen Korrelationsfunk-
tion der Anzahl von Ankiinften in einem vorgegebenen Intervall scheint er ungeeignet, da
es keine kompakte Form des Zihlprozesses eines beliebigen SSMP gibt. Der im nichsten
Abschuitt behandelte DBMAP ist in dieser Hinsicht sehr viel leistungsfihiger. Dagegen um-
fafit der SSMP(2) offensichtlich die Videodaten-Charakterisierung aus [78] mit geometrisch
abfallender Korrelationsfunktion.

Lokaler Korrelationskoeffizient Nach [30] gilt

() = ZEa TP PE@)(P =) (1 = Fy(w) 526

F(m)(l—F( )

und aus "P; = p[ I fiir alle i € IE” oder "Fj = F fiir alle j € IE” folgt gw = 0. Bei nur
zwei Zustidnden erglbt sich der vereinfachte Ausdruck

e = ()" P EE T w2
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Es folgt fiir P, #0und P, #0: o =0 < [l =0 oder F; = ] .

Alle Markov-Prozesse sind SSMPs mit negativ-exponentiell verteilten Zustandsverweilzei-
ten. Bemerkenswert ist, daf es fiir den sog. ”Markov-modulierten Poisson-Prozef” mit zwei
Zustinden (MMPP(2)) eine dquivalente Darstellung durch einen Markov-Prozefi mit zwei
Zustinden gibt. Obwohl der MMPP(2) fiir die Beschreibung von Datenverkehr und pa-
ketierter Sprache schon mehrere Jahre in der Literatur diskutiert wurde [50], fiel dieser
Zusammenhang erst in [30] auf und wurde dann in [74] (durch Betrachtung der endlich-
dimensionalen Verteilungsfunktionen) streng bewiesen.

3.4 Der zeitdiskrete Markovsche Ankunftsprozef
(DBMAP)

Als zeitdiskretes Analogon des Markovschen Ankunftsprozesses nach Lucantoni [75] wird
in [10] der DBMAP (" Discrete Batch Markovian Arrival Process”) mittels einer MK mit m
Zustinden und verschiedenen Typen von Ubergingen definiert®. Ein Ubergang vom Zustand
S(t) =inach S(t+1)=j, t=0,1,..., wird bestimmt durch die vom Typ w =0,1,2,...
abhéngigen WKTn [D,],;. Dabei bedeutet D, die Ubergangsmatrix fiir Typ w und [ - J;;
den Matrixeintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Ein Ubergang vom Typ w > 0
wird mit Bezug auf ein Wartesystem als Ankunft von w > 0 Kunden aufgefafit. Ein Uber-
gang vom Typ w = 0 bedeutet keine Ankunft, d.h. lediglich ein Fortzéhlen der Zeiteinheit.
Solch ein Modell beinhaltet also die zur Modellierung von ATM-Multiplexern wichtigen
Mehrfachankiinfte sowie Zwischenankunftszeiten, die — wie nachfolgend erldutert — nicht
unabhingig sind. Zur Unterscheidung von anderen Zustands-ZVn heiflen die Zusténde der
den DBMAP erzeugenden MK auch Phasen. Durch die Vorgabe von verschiedenen Uber-
gangstypen wird der iibliche Begriff der MK erweitert. Die Matrix

D=5 D, (3.28)
w=0

ist stochastisch und reprisentiert die (konventionelle) MK ohne Unterscheidung der Uber-
gangstypen.

Als (erweiterte) Markoveigenschaft erhélt man nun mit der Typ-ZV X(t) € INg als Uber-
gangstyp vom (¢t — 1)-ten zum t-ten Schritt:

P{S(t+1) = 4, X(t+1) = vIS(1), X(1), .., S(1), X(1), S(0)} =
=P{S(t+1)=jX({t+1)=v|S(t)} (3.29)
Dieser Ausdruck hat Ahnlichkeit mit G1. (3.5). Obwohl im folgenden eine Maximalzahl byq.

der gleichzeitig ankommenden Kunden angenommen wird, wird X (t) auf ganz IN, erklirt
und D,, = 0 gesetzt fiir w > bpeg-

Hilfssatz 2 Der Punktprozefi der Ankunftszeitpunkte eines DBMAP ist Semi-Markovsch
mit dem folgenden Semi-Markov-Kern

P{S(Tus1) = , Tusr = Ta = kIS(Tz) = i} = [Df™ - (D = Do) . (3.30)

ij
Dabei bedeutet T, den Ankunftszeitpunkt der n-ten Ankunft.

5Das in [10] behandelte Wartesystem DBMAP/D/1/N mit D = 1 ist nicht identisch mit dem in Kapitel
5; es wird in Abschnitt 5.2 erwahnt.
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Beweis: T, ist eine Stoppzeit, da iiber das Auftreten von {I, < k} durch Inspektion
von S(0), X(1),5(1),..., X(k), S(k) entschieden werden kann. Die Markov-Erneuerungs-
eigenschaft (3.5) folgt aus (3.29). Den Semi-Markov-Kern erhilt man wie folgt:

P{S(Y;L‘F]) = jan+X T, = k‘S(Tn) = 7} =

Sitisrer P{S(Th+ k) = j, X (To + k) # 0,5(T, + k — 1) = ij_y,
X(Tat+k=1)=0,...,S(Tn+1) = iy, X (T, +1) = 0|S(T;,) =i} =

Sirixsem PLS(Tn+ k) =, X (T, + k) £ 0|S(Th + k= 1) =41}
P{S(Tn +k— 1) = 'I;k—h){(Tn +k— 1) = 0|S(Tn + k- 2) = ik_g} e
PLS(Ta+1) = iy, X(Tp +1) = 0[S(Ty) = i} =

=[Df"-(D- DO)]” . O

Weiter kann noch zwischen der Art des Ubergangs unterschieden werden, und man erhilt

P{S(T;Hrl) =7, Tn+l ~T, = kal\’(rfn—fl) = wIS(Tn) = L} =

Dt D, fii >0,

= [ 0 U]ij ww (3.31)
0 fiir w = 0.

Sei w der Vektor der stationidren Phasen-WKTn: Eﬁ = 7 . Die zu Ankunftszeitpunkten

(:ingebottete MK hat die Ubergangsmatrix

ZD D-Dy)=(I-Dy)"(D-Dy) . (3.32)

Fiir dlese MK erhélt man als stationdre Losung den Phasenvektor bei Ankunftszeitpunkten

zZu
1

(I-Doe
und mit dieser Losung ergibt sich nach (3.13) mit » = 0 die mittlere Zwischenankunftszeit
zZu

P= x(D - Dy) = x(I — Dy)/[1 — 7Doe] , (3.33)

E[T4] = P kDE (D — Dg)e = P(I - Dg)~'e = 1/[1 — zDye] . (3.34)
k=1
Allgemein ist
E[T4] ' #A=1) wDye , (3.35)
w=1

wobei A die Ankunftsrate bedeutet.

3.4.1 Spezialfille

Discrete Markovian Arrival Process (DMAP) Fiir by, = 1 wird der SP in der
Literatur als DMAP bezeichnet, und es ist iiblich, C := Dy und D := D zu schreiben.
Beim DMAP ist natiirlich A = E[T4]™! = zDe .

Gibt es nur eine Phase, d.h. C und D sind (reelle) Zahlen, so reprisentiert der DMAP
den Bernoulli-Prozef GEO (geometrisch verteilte Zwischenankunftszeiten®). Der Bernoulli-
Prozef ist das zeitdiskrete Analogon des Poisson-Prozesses; wie die negativ-exponentielle
Verteilung ist auch die geometrische Verteilung geddchtnislos.

5Die Anzahl der Ankiinfte gehorcht der Bernoulli-Verteilung, die auch Binomial-Verteilung heiit.
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Cu

Dy

®

Abb. 3.1 3-fach verschobener GEO: f(k) = 154D CE*

DMAPX]  Ein DMAP erzeugt Ankunftszeitpunkte; der davon unabhéngige SP X un-
abhéngiger, identisch verteilter ZVn X,, bestimmt beim n-ten Ankunftszeitpunkt die Groe
des ankommenden Batch nach MaBgabe der WF z(v) = P{X, = v}. Der DMAPMI ist
vollstindig durch die Matrizen Dy = C und Dy = z(w) - D, 1 < w < g, gegeben [10].

Die nachfolgenden Fille des zeitverschobenen DMAP und des DMAP mit Vielfachen der
Zeiteinheit sind mit Blick auf die Nachbildung realer Einzelquellen von grofler Bedeutung,
da die kleinste mogliche Zwischenankunftszeit grofier als die Zeiteinheit ist. Eine Video-
quelle mit maximaler Bitrate 100 Mbit/s, die auf eine 150-Mbit/s-Leitung eingespeist wird,
erzeugt als kleinste Zwischenankunftszeit (etwa) 6 Zeiteinheiten, wenn als Zeiteinheit die
Léinge einer Zelle auf einer 600-Mbit /s-Leitung festgelegt wird, wie in Abb. 2.3 erortert. Hat
die Videoquelle nur Bitraten, die ganzzahlige Bruchteile der maximalen Bitrate (100, 50, 33,
25, 20, ... Mbit/s) sind, so ist der DMAP mit Vielfachen der Zeiteinheit ein giiltiges Modell.
Ist eine feinere Bitrateneinteilung vorhanden, so beschreibt der zeitverschobene DMAP die
Quelle (unter diesem Gesichtspunkt) in geeigneter Weise. In beiden Fillen bestimmt die
kleinste mogliche Zwischenankunftszeit die Anzahl der Phasen. Gegeniiber den allgemeinen
SMP ist das ein Nachteil. Bei diesen hat die Wahl der Zustandsverweilzeit-WFn keinen
EinfluB auf die Anzahl der Zustinde des Prozesses und damit auf die Grofle der Matrix,
die letztlich das gespeiste Wartesystem beschreibt.

Zeitverschobener DMAP  Sei ein DMAP durch seine Matrizen C und D gegeben. Dann
bestimmen die Matrizen C und D mit 7 Hauptzeilen und -spalten

oI o .--- 0 o o0 .- 0

C= : .1 0 X D= (3.36)
0 0 I 0o o0 .- 0
o 0o --- 0 C D o 0

einen DMAP mit Zwischenankunftszeiten, die um 7 — 1 gréfier sind als diejenigen des von
C und D erzeugten DMAP. Der Korrelationskoeffizient der Zwischenankunftszeiten wird
durch diese Verschiebung nicht beeinfluit, wohl aber derjenige des Zéhlprozesses. Fiir GEO
zeigt Abb. 3.1, wie es zu dieser Zeitverschiebung kommt.

DMAP mit Vielfachen der Zeiteinheit Ganz dhnlich 148t sich ein DMAP, bestimmt
durch € und D (mit f Hauptzeilen und -spalten), angeben, der gegeniiber dem von C und
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D bestimmten DMAP jeweils nur f-fache Vielfache der Zeiteinheit als mogliche Zwischenan-
kunftszeiten erzeugt:

o I o ---0 60 0 ... 0

C= : I o s D= : : (3.37)
0 0 0 I o o0 - 0
C o 0 O D o - 0

Fiir GEO erldutert Abb. 3.2 die Entstehung der Vielfachen. In diesem Fall 4ndert sich der
Korrelationskoeffizient der Zwischenankunftszeiten, wihrend derjenige des Zahlprozesses
mit einem Bezugsintervall der f-fachen Linge erhalten bleibt.

Beweise: a) zeitverschobener DMAP  Sei 7 = (x,, ... (T, 1,). 7(C + f)) = 7 liefert
L D=mn,m =7, ...,0, 5 =17,_y, 7, +7,C = m, und dies fithrt zu 7.(C+D)=m,.
Da 7 in 7(C + D) = 7 mit me = 1 die eindeutig bestimmte stochastische Loésung ist, gibt
es eine positive Konstante «, so dal 7, = azr. Mit 1 = 7¢é = (my+ ...+ @y + T,)e =

[(T — 1)azD + azle, folgt schlieBlich
a=1/1+(r=1)\), A=zDe. (3.38)

Die Ankunftsrate \¢) = 7Dé (s fiir shifted) des zeitverschobenen DMAP ergibt sich zu
A6 = m,De =« -\, und es ist

I,

= (3.39)

>

Fiir den stationiren Phasenvektor E zu Ankunftszeitpunkten erhilt man B = i].)/)\(") =
(zD/X,0,...,0) = (P,0,...,0). Der SM-Kern lautet (Matrizen mit 7 Hauptzeilen und
-spalten)

0 0 -0

0
D firl<k<r-—1,
CD

CHD 0 .- 0

Ct"D 0 ... 0
Ck:-7'+1D 0 --- 0
. . fiir k > 7.

CD 0 .- 0
Diese Matrizen fithren auf die WF der Zwischenankunftszeiten

0 firl<k<r-1,

— . DOk-1Rs
P{An =k} = PC Dg_{ﬁck_TDg fiir k > 7.

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die Verbund-WFn nach Gl. (3.13). Da der Kor-
relationskoeffizient verschiebungsinvariant ist, bleibt derjenige der Zwischenankunftszeiten
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Abb. 3.2 GEO mit vervierfachten Zwischenankunftszeiten.

nach Zeitverschiebung unverindert. Die zu Ankunftszeiten eingebettete MK hat die Uber-
gangsmatrix:
I-c)'Do -0
= xis I-c)'bo ---0
I-C) ' D= . . .

(I-C)"'D 0 --- 0

b)DMAP mit Vielfachen der Zeiteinheit Es ist fira e N

0 0 .- 0 Cot cC* 0 - - 0
ce 0 - 00 0 Co :
Gef~1=| 0 C* . 1 , €Y= i .0
P 000 ; c 0
o --- 0 C* 0 o o0 --- 0 C¢
#(C + D) = & mit & = (my,...,m;-1, 7)) ergibt 7, = 7/f mit 7(C+ D) =x, me =1,
so daf P = #D/A™ = (P,0,...,0) mit A = X\/f (m fiir multiplied), A = 7Dge und
P = 1D/ Daher
. . k/f-1 - Vi i
PE1De = { PC De falls k Vielfaches von f ist, 5
0 sonst.

Uberlagerung zweier unabhingiger DMAP®X!  Die Uberlagerung von DMAPEX‘] und
DMAPY vorgegeben durch (C, DM, z;(v)) und (C?, D@, z4(v)) ergibt einen DBMAP
mit folgenden Matrizen (® : Kronecker-Produkt)

c @ Cc@ fiir v =10
2, (v)[DW @ C?]+
"\ Sl n (O - [DO & DO (840)
+z2(v)[C(1) ® D(z)] fiir 1 <v < bmas1 + bmas2 -

Markov-modulierter Bernoulli-Proze (MMBP) Das zeitdiskrete Analogon des
MMPP [50] ergibt sich, wenn anstelle des Markov-Prozesses, der die Rate des Poisson-
Prozesses steuert, eine MK die Rate eines Bernoulli-Prozesses bestimmt. Ist p die Uber-
gangsmatrix der steuernden MK und 1 — ¢; die Rate (Kehrwert der mittleren Zwischenan-
kunftszeit) des Bernoulli-Prozesses, solange die MK ununterbrochen den Zustand ¢ besucht,
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so erzeugt der DMAP mit C := Diag(qi,...,¢n)-p und D := Diag(1—q, ..., 1—¢um)-p den
MMBP. In [47] wird (bei etwas anderer Notation) C := Diag(q, .. ., gm) gesetzt und der so
erzeugte SP als MMBP bezeichnet. Bei dieser Wahl sind aber nicht alle Bernoulli-Muster
(Folgen von 0 und 1) wihrend des ununterbrochenen Verweilens der MK in einem Zustand
moglich. Entweder wird ein solches Muster immer mit einer 0 begonnen oder immer mit
einer 0 beendet (je nachdem ob man einen Ubergang vom Typ 0 oder 1 der MK in einen
anderen Zustand j # ¢ noch zum Bernoulli-Muster des Zustandes i zihlt oder schon zu
dem des neuen Zustandes j).

3.4.2 Der Zihlprozefl eines DBMAP

Alternativ zu den Zwischenankunftszeiten kann ein stochastischer Prozef auch charakteri-
siert werden, indem man fiir alle ¢ nach der Anzahl der Ankiinfte im Intervall (0, ¢] fragt. Der
so bestimmte SP heifit dann Zahlprozef. Ein Erneuerungsproze mit negativ-exponentiellen
Zwischenankunftszeiten hat als ZéhlprozeB einen Poisson-Prozef. Bei geometrischer Vertei-
lung dieser Zeiten ist der Zdhlprozef ein Bernoulli-Prozef.

Nach [10] ist der Zihlprozeff eines DBMAP cine zweidimensionale MK {(N(0,1], 5(t)),t €
INg}, wobei N(0,t] die Anzahl der Ankiinfte im Intervall (0,¢] und S(t) € {1,2,..., m} die
Phase des DBMAP reprisentiert. Die Ubergangsmatrix T ist unendlich-dimensional und hat
Blockstruktur
DO DI D2 D3
0 Dy D, D,
T= 0 0 Do D1
0 0 0 D

Ein Ubergang vom Verbundzustand (v, ) nach (w, ) (w > ) entspricht einer Ankunft von
w —v > 0 Kunden und einem Phaseniibergang von 7 nach j. Die Ubergangs-WKTn lauten
also

P{N@O;t+1]=w, St+1)=j | NO;t]=v, S(t) =i} =

_ _ [Dw_,,]ij fiir w > v
- [ [Thw ]ij - { 0 sonst

wobei fiir ¢ = 0 sinnvoll definiert wird durch (fiir die Indikatorfunktion 1 vgl. Anhang C)
P{N(0;0] = v, S(0) =1} := 1,20 P{S(0) =1} .

Zur Berechnung der Ubergangs-WKTn nach t, Schritten kann ausgenutzt werden, daf§
die w-te Hauptzeile (w = 0,1,2,...) von T aus der nullten durch Verschiebung um w
Hauptspalten nach rechts und Auffiillen mit 0-Matrizen hervorgeht. Diese Eigenschaft setzt
sich auf jede Potenz von T fort, d.h.

¢ _ ¢ "
[ [T%]yu ]i]_ = [ [T*)ou-, ]i;- fiir w > v. (3.41)
Mit der Markoveigenschaft und der Zeithomogenitit erhilt man daher:
P{N(0;t+to] =w, S(t+t) =3 | NO;t] =v, S(t) =i} =
= [ {Tto]mu ]ij = [ [TtO]OuJ—u ]ij =
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— P{N(0;to] = w —v, S(to) =3 | N(0;0] =0, S(0) =1} . (3.42)

Dieser Zusammenhang ist fiir die Losung des Wartesystems in Kapitel 5 sehr wichtig. Er
besagt, daf8 die WKT fiir w — v > 0 Zuwichse im Intervall (t,t + to] nur abhingt von der
Linge des Intervalls und den Phasen S(t) zu Beginn und S(t +¢) am Ende des Intervalls,
kurz:

Die Zuwichse sind unabhiingig unter der Bedingung vorgegebener Phasen.

Nach Gl. (3.41) und der oberen Dreiecksstruktur von T und jeder Potenz von T reicht es
aus, nur die erste Hauptzeile von T* zu berechnen, um T* ganz zu kennen. Zur (rekursiven)
Berechnung der Eintrige werden folgende Abkiirzungen definiert:

P(U), 0) = lw:() -1 5
I: (m x m)—Einheitsmatrix .

Die Betrachtung des Produktes T**! = T* - T liefert die Rekursion

[T%00 - Do = P(0,¢) - Dy fiir w = 0,
P(w,t+1) = [T, = i[Tt]Oqu—v _ i P(s,t)Dy_y fiirw > 1. (3.43)
= v=0

Mittels vollstindiger Induktion ergibt sich aus Gl. (3.43) die z-Transformierte geméif
Hilfssatz 3 Fir allet > 0 gilt:

bmaz
ZPwtz-[ZDwz]. (3.44)

Im Spezialfall des DMAPIX] hat man

S Pw,t)z" = (C+ bﬁj" D,2*)! = (C + X(z)D)". (3.45)

w=1
Dabei ist X (z) = ¥, x(v)2" die erzeugende Funktion der BatchgroSe.
Momentenmatrizen fiir den Zihlprozef ergeben sich durch Anwendung des Grenzwertsatzes
der z-Transformation. Fiir die Matrizendifferentiation gilt die Produktregel:

LM (z)-Ma(2)] = LM, (2) - Ma(2)+M,(2) 4 M,(z). Sie liefert wieder mittels vollsténdi-
ger Induktion und der Identitit % P(w, t + 1)2¥ = [Coo o P(w, 1)2*] - [Coro Dw2®)]

d

S wp( et = £ S o] =
=i(§: P(w,i— 1)z”) [ZUP(’U 1)z } (z P(w,t — i)z ) 7 (3.46)

i=1 \w=0 v=1
00 00 i
S w(w - P (w,t)z" 2 = d22 [ 3 Dwzw] =
w=2 dz w=0

w=1

-3 { (i wP(w,i - 1)zw—1) [é VP (v, 1)zv—l] (i P(w,t i)zw) ;
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(ZP (w,i—1)z ) {Z (v-1)P )ZH] (gp(w,t~i)zw) +

w

(Z P(w,i— 1)z ) [i UP(U,l)zV'l] (i wP(w, t — 1)z" 1) } (3.47)

w=0 v=1 w=1

Die Ausdriicke (3.46) und (3.47) werden benétigt, um die Korrelationsfunktion der Anzahl
von Ankiinften im nachfolgenden Abschnitt zu berechnen.

3.5 Korrelationseigenschaften des DBMAP

3.5.1 Korrelationsfunktion des Zihlprozesses

Hilfssatz 4 Fir die Anzahl der Ankinfte N(t,t + 7] eines DBMAP im Intervall (t,t + 7]
gelten die folgenden (stationdren) WFn:

P{N(t,t + 7] =k} = zP(k,T)e , (3.48)
P{N(t,t+ 7] =k,N(t+hr,t + (h+ 1)7] = £} = 2P (k,7)DPV"P(¢,7)e . (3.49)
7 bezeichnet den stationdren Phasenvektor des DBMAP.

Beweis: a) P{N(t,t+ 7] =k} =
=Y Y P{S(t+7)=4, NOt+7]=k+£S(t) =14, NOt]=1¢}-

i,JEE £=0

P{S(t) =i, N(0,t] = ¢} =
Z [Pk, 7], ZP{S ) =1, N(0,t] = ¢} = aP(k,T)e
b) P{N(t,t+r]:k, N(t+hrt+ (h+1)7] =4} =

=3 P{N(0,#]=¢, NO,t+7]=k+?,
o N@O,t+hr)=k+0 4+, NO,t+(h+1)7]=k+L+0 +¢"} =

=3 Y P{NOt+(h+1)r]=k+L+L+L", St+(h+1)r) =i
O iy g iz ig € NQO,t+hr]=k+0+0", S(t+hr) =13}
‘P{N(0,t+hr]=k+ €+, S{t+ht)=1
NO,t+7]=k+¢, St+hr)=1ip}
P{N(0,t+7) = k+£, S{t+hr)=ipNO,{ =2, S(t) =i}
-P{N(0,t] =2, S(t) =i} =
=> Y PEDualPE, (A= 1))k, 7)) sl =
2 d1,i2,13,i4€IF .
= 1P (k,7)D*VP(¢, 7)e O
Mit den aus Gl.(3.46) folgenden Identititen

erP(v ) =13 vP(v, I)ZDT lzgi vD, ZDT i (3.50)

v=1 i=1
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ZvP(v Te_ZD’ 1ZUP(U IE—ZD’ 1ZvD e (3.51)

v=1
ergeben sich die die Korrelatlonsfunktlon bestimmenden Erwartungswerte mit der Abkiirz-
ung "N, := N(t,t + 7] unter Verwendung der Gln. (3.46), (3.47), (3.48) und (3.49) zu

E[TNt : TNtJrhT] =TI [Z vP (v, T)] D7 Z vP (v, T)] e=
v=1 Lv=1
o o) T o . T . o0
=x [Z vD, Z D'r—l] D(h—l)‘r |:Z Dz-—l Z va] e (352)
v=1 i=1 i=1 v=1
o0 T2 1 00 7] =]
E[N? =21 [Z vDu} Sy Dt [Z D, le+7d 1D (3.53)
v=1 =0 £=0 v=1 d v=1
E[N{ =7 vDe . (3.54)
v=1
Der Korrelationskoeffizient h-ter Ordnung lautet
E['N, -7 - E2[
Cort['N, Nignr) = [Ne Nisna] — ETNG] (3.55)

E[V7] — E* W)

und ergibt als Funktion von h die Korrelationsfunktion.

3.5.1.1 Der Fall des DMAPX]

E[N: Nyl =1 [i vP (v, T)] (C +D)*-br Ej ] e=

= [zV]? [D ;(C +D)"" ] (C+D)*r-vr [é(c + D)HD] e firh>1, (3.56)
E[N?] = 2[zV]*zD i i(c +D)!De +7P77De (3.57)
E[W,] = zV7zDe z._o - (3.58)

Unter Verwendung der Identititen 7(C + D) = & und (C + D)e = ¢ ergibt sich leicht, da
(3.55) invariant gegen eine Vertauschung von C und D ist, so dafi es immer zwei DMAPs
mit demselben Verlauf der Korrelationsfunktion gibt, aber unterschiedlicher Ankunftsrate
7De bzw. 1 — mDe, falls 1De # 0.5 .

3.5.2 Korrelationsfunktion der Zwischenankunftszeiten

Die Zﬂischenankunftszeiten eines DBMAP stimmen mit denen eines DMAP mit C = Dy und
p =D — Dy iiberein. Daher kann man sich auf den Fall eines DMAP beschrianken. Mit der
Ubergangsmatrix (I — C)~'D der zu Ankunftszeiten eingebetteten MK liefert Gl. (3.13)

P{A, =t, Anyn =t} = Pq(t)[I- C)'DJ* 'q(t)e , h>1,

und das ergibt

E[An - Antn] = —1—6 x[(1-C) 11)] 1-0C)!

E[A2] = —— [ZW(I—C) le—1 ,  E[A)]=

D

&
i3}



3.6 Andere Darstellungen des DMAP 37

3.5.3 Dispersionsindizes
_Var[N(0,t]]

Fiir den Zahlproze8 ergibt sich als Dispersionsindex I(t) := W nach [103, 25
00 t—2 i - 00 00
2 [Z vD,,] Z Z D¢ [Z UD,,,] e+tr Z v’D,e -
I(t) _ v=1 =0 £=0 oov:l v=1 _ tﬂ Z ’UDUQ ) (359)
tm Z UDHQ v=1
v=1

Die Folge der Zwischenankunftszeiten besitzt den Dispersionsindex

k—1

kVar[Ag] +2 3 (k — h)Cov[Ag, Ap)

2 h=1
Cr = kEZ[AU] (360)

mit den Teilausdriicken Var[Ay] = Ell)g [ZE(I -C)yle—1- ﬂ]l)g] und
Cov[Ap, Ap] = o [xl(I- C)'IDPM(I-C)le— L], h>1.

e| ?

3.6 Andere Darstellungen des DMAP

In [52] wurde der DMAP mittels einer absorbierenden MK definiert. Diese Definition erlaubt
eine Semi-Markovsche Darstellung der Uberlagerung zweier unabhingiger DMAPs im fol-
genden Abschnitt. Die Definition ist angelehnt an diejenige des zeitkontinuierlichen Falles
in [76]" und geht zuriick auf die sog. ” phase-type distributions’ in [85].

Gegeben sei eine MK p mit Zustandsraum IE, U IE,, mit IF; = {¢(1),t(2),...t(m)} und
IE, = {a(1),a(2),...,a(m)}. Die Zustdnde von IE; seien alle transient, diejenigen von IE,
alle absorbierend. Mit positiver WKT tritt nach endlicher Zeit eine Absorption auf. Die
Ubergangsmatrix hat bei einer Zeilennumerierung t(1),¢(2),...,t(m), a(1),a(2),...,a(m)
die Struktur

ﬁ:(g II)) (3.61)

C enthilt die Ubergangs-WKTn zwischen transienten Zustinden, D diejenigen zwischen
transienten und absorbierenden. I ist eine (mn x m)-Einheitsmatrix, in der sich die Eigen-
schaft ”absorbierend” widerspiegelt.

Unmittelbar nach einer Absorption in einem Zustand a(i) wird die MK sofort neu gestartet
im transienten Zustand ¢(7) (i = 1,2,...,m). Jede Absorption repriisentiert eine Ankunft,
so daf sich die resultierenden Zwischenankunftszeiten als ”Ersteintrittszeiten” der MK in
einen absorbierenden Zustand ergeben. Nach [61], p. 205 ergibt sich die WKT Lpgfi))a( 4)» den
absorbierenden Zustand a(j) nach k£ > 1 Schritten und Start in ¢(i) zu erreichen, zu

sk ok—1

k
‘Pga))am = [P p (3.62)

]t(i)am '
Dabei bedeutet [ Jy(i)a(;) das Matrixelement in der ¢(¢)-ten Zeile und in der a(j)-ten Spalte.

In der sofort nach Absorption neugestarteten MK ist ‘ngi)a(j) gleichbedeutend mit der be-
dingten WKT, da8 unter der Bedingung einer Absorption zd. h. Ankunft) in a(7) die néichste

" Allerdings wird hier gegeniiber [76] nicht nur ein absorbierender Zustand angenommen, sondern ge-
nauso viele absorbierende wie transiente Zustinde.
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Absorption (Ankunft) nach k Schritten in a(j) erfolgt. Damit ergibt sich als andere Sicht
des Punktprozesses der Ankiinfte ein (zeithomogener) SMP mit dem SM-Kern

P{Sp = a(j), An-1 = k|Sn-1 = a(i)} = ‘sz))a(j) : (3.63)
In Gl. (3.62) ist

1 CH(C-1I) CH'D
p—p‘=pk“@—D=( % ) o )

und als SM-Kern ergibt sich der rechte obere Haupteintrag (Ubergiinge t(i) — a(j))
P{Sy = a(j), An-1 = k|Sn_1 = a(i)} = [C* 1D] . 1<ij<m.

Die Markov-Erneuerungseigenschaft (3.5) folgt direkt aus der Markoveigenschaft der MK.

3.6.1 Semi-Markovsche Darstellung der Uberlagerung
DMAP,+DMAP,

Durch Uberlagerung der absorbierenden MKn kann DMAP; +DMAP, so beschrieben werden,
daB der resultierende Zustandsraum nach Art der Ankiinfte zerlegt ist.

Die Uberlagerung zweier unabhéngiger MKn {Yn;n € No}, P1, Zustandsraum IE; und
{Z.;n € No}, Pa, Zustandsraum JE, ergibt wiederum eine MK {(Ya, Zn); n € INg} mit dem
Zustandsraum IE,; x IE,. Die Ubergangs-WKTn ergeben sich infolge der Unabhéngigkeit
zu

P{Ypi1 = j1, Zns1 = Jo|Yn = 11, Zn = ia} =
P{Yni1 = j1|Zns1 = Jizs Yo = 1, Zn =2} - P{Zny1 = jo|Yo =11, Zn = ia} =

= P{Ypi1 = 1Yo = 01} - P{Zns1 = J2|Zn = i},

und daher kann die Ubergangsmatrix durch das Kroneckerprodukt [59] P1 ® Pa (s. auch
Anhang C) beschrieben werden. In der Uberlagerung zweier absorbierender MKn sind nur
diejenigen Zustinde von IE; x IE, absorbierend, die aus zwei absorbierenden Zustidnden
gebildet wurden.

In der Uberlagerung zweier DMAPs, gegeben durch die absorbierenden MKn nach Gl (3.61)
mit C, DO IO ynd C?, DA, 1(2) ist das wegen des sofortigen Neustarts einer der Ket-
ten, wenn sie einen absorbxerenden Zustand betreten hat, anders: Erreicht die Uberlagerung
etwa den Verbundzustand (a(4;),#(i2)), so geht es unmittelbar weiter mit (¢(i1), {(i2)). Da
Ersteintrittszeiten Stoppzeiten sind [20], kann man den Neustart eines der DMAPs als Neu-
start der gesamten Uberlagerung in (¢(31),t(i2)) auffassen. Damit ist jeder Zustand der
die DMAP-Uberlagerung beschreibenden Kette IE, x IE, absorbierend, der aus wenigstens
einem absorbierenden (Teil-) Zustand gebildet wird. Als Ubergangsmatrix einer absorbie-
renden MK, die die Uberlagerung der beiden DMAPs bestimmt, ergibt sich somit:

chec® DWgC® cHeD® DWgD®
0 O3 (2 0 0
0 0 0 eI1@ 0
0 0 0 10 eI1®

o
Il
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]?a Doppelankiinfte auftreten, ist die Uberlagerung kein DMAP mehr; ein SM-Kern fiir die
Uberlagerung ergibt sich aber wieder nach Gl. (3.62) zu®
CkﬁlDfpl Ck“]D;pl Ck-1pbta
q(k) = (Ck‘lDfpl Ck~1D;Pl Ck—lDba) ,

(3.64)
Ck—lDiT’l Ck~1D;Pl Ck-1pba

mit C:=CH®C®, D :=DVeC®, DI:=chgD?®, Dbw.—pW gD,
Die Matrix (3.64) hat identische Hauptzeilen, weil nach einer Absorption in (a(1),t(2)),
(t(41), a(j2)) oder (a(s1),a(j2)) die erzeugende MK in demselben transienten Zustand
(t(51),t(j2)) neugestartet wird. Die Zustinde der ersten [zweiten] Hauptspalte in (3.64)
reprisentieren Einfachankiinfte von DMAP, [DMAP,] und bilden den Teilraum IES™ [IES).
Diejenigen der dritten Hauptspalte beziehen sich auf Doppelankiinfte von beiden DMAPs
und bilden den Teilraum IE*, IE := IE{P U IEP U IE™. (splsteht fiir simple, ba fiir batch).
Die so gewonnene SM-Darstellung der Uberlagerung zweier DMAPs wird in Kabpitel 6 fiir die
Gewinnung von Dienstgiiteparametern des Wartesystems DMAP(]X]+DMAP2 /D/1/N mittels
der Restarbeit fir beide Teilstrime getrennt bendtigt. Durch die getrennte Behandlung der
beiden Strome steht damit ein stochastisches Modell fiir die Verbindungsannahmesteuerung
zur Verfiigung.

3.7 Die Markov-Erneuerungsfunktion

In Kapitel 5 werden fiir den in der Analyse des DBMAP /G /1/N-Wartesystems resultieren-
den Markov-Erneuerungsprozef {(S,,T,,); n € INg} mit positiven Zustandsverweilzeiten die
folgenden WKTn benétigt

7ij(t) := P{nach t Zeiteinheiten wird j besucht|Sy = i}. (3.65)

Sie sind wegen der positiven Zustandsverweilzeiten gegeben durch

t
fi]'(t) = Z P{Sn = ijn -T = f|50 = i}, 7“,](0) = lizj . (366)

n=0

Werden auch Zustandsverweilzeiten der GréBe 0 zugelassen, so muf sich die Summation
von 0 bis oo erstrecken.

Sei

65" (t) 1= P{Sp = j, T — Ty = t|So = i}. (3.67)
Mit der Identitét
P{To1 — T =t, Ty — Ty = t|Spy1 = Int1,Sn = tn, So =G} =

P{Top1 = Ty = ta|Sn1 = ins1, Su = in} - P{T = To = t|S, = i, So = o}, (3.68)

die leicht aus Gl. (3.10) und der Markov-Erneuerungseigenschaft Gl. (3.5) folgt, erhilt man
die Rekursion

1) = X 3 S)asslt - 9), (3.69)

kelE s=0

8Dazu berechnet man p*~1 . (p — I) durch p*~2 - [b(® - 1)
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die iiblicherweise als n-fache Matrizfaltung [q*"(t)};; := g; )(t) [37] bezeichnet wird.
Der Ausdruck

t

Ri;(t) =Z fii(s) mit  Fi(t Zq(") (3.70)

heifit ” Markov-Erneuerungsfunktion”, weil man zeigen kann, daf I?,ij(t) gleich der mittleren
Anzahl der Besuche zum Zustand j nach Start in ¢ und Ablauf von ¢ Zeiteinheiten ist, wobei
fiir i = j der Startzustand konventionsgemaf nicht mitgezahlt wird [37], pp. 165, 170.

In Kapitel 5 wird auierdem der folgende Grenzwertsatz benétigt, der aus dem sog. "key
renewal theorem” [20] hervorgeht. Er wird hier nur fiir den sog. d-periodischen MEP zitiert,
da in dieser Arbeit ausschlieBlich zeitdiskrete MEP betrachtet werden. d-periodisch bedeu-
tet bei einem (irreduziblen) MEP, da$ Q;;(t) fiir alle 4,5 € IE eine Treppenfunktion mit
Spriingen bei d;j,d;; + d, . .. ist. Darin ist d,] > 0 die erste Sprungstelle [37], p. 168.

Der Ausdruck ”periodisch” mit Bezug auf einen MEP bezeichnet also nicht eine Eigenschaft
der eingebetteten MK, sondern die Art des SM-Kerns.

Satz 1 (Pyke 1961)
Ist der MEP (S, T) d-periodisch und wird Tyexc(s,d,4;) 95 (% —dij +kd) < oo fir jede Funktion
gi : R — R erfillt, so gilt fir allei,j € IE, z € [0,d)

hm R,J * gj(z +td) = E* S gilz—di+kd) . (3.71)

keK(z,d,dij)

Darin ist K(z,d,di;) == {k € No : z+kd > di;}, z; bedeutet die stationdre Zustands-WKT
der eingebetteten MK im Zustand j. E* ist der stationdre Mittelwert der Zustandsverweil-
zeiten des MEP. R % g bezeichnet eine Faltung, wie sie im Anhang C definiert ist.

Ein Beweis des d-periodischen Falls findet sich nur in [95], p. 1251f. In [20]° werden d-
periodischer und aperiodischer Fall angegeben, aber nur der aperiodische Fall bewiesen,
d.h. die Funktionen @Q;;(t) sind stetig oder gemischt stetig-diskret (37], p. 139.

Der fiir die folgenden Kapitel ausschliefilich erforderliche zeitdiskrete Fall ist enthalten fiir
d=1. Mit z = 0 und d;; > 1 (positive Zustandsverweilzeiten) erhilt man fiir Funktionen
g;i :Ng =R, jeIE ausGlL (3.7)

t 00
. N ZTj
lim 3 755(k)g;(t — k) = 2= >_ 9;(k) - (3.72)
trpoo k=0 E k=0

9Dort ist der d-periodische Fall mit einem Druckfehler aufgefiihrt: Mit den dort verwendeten Symbolen
i & o L8 & . .
muf anstelle von e Z vg(z — &;; + kd) fiir die rechte Seite Py Z Z v;9(j,  — di; + k&) erscheinen.
k=0 k=0j€EE
In [21], p.736 ist dies beriicksichtigt.
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4 Analyse zeitdiskreter Modelle
mittels der Restarbeit

Bei unendlichem Wartespeicher ist die Wartezeit der Kunden von zentralem Interesse. In
[22], p. 298 wird gezeigt, daB die Belegung zu Ankunftszeitpunkten auf die Wartezeit zuriick-
gefithrt werden kann. Die Entwicklung der Warteschlange iiber der Zeit kann formal durch
die virtuelle Wartezeit zum Zeitpunkt ¢ beschrieben werden. Diese ist die Wartezeit bei
FIFO!-Strategie, die sich fiir einen Kunden ergibe, wenn er zum Zeitpunkt ¢ ankommen
wiirde. Die virtuelle Wartezeit als Funktion der Zeit hat einen charakteristischen sige-
zahnartigen Verlauf (Abb. 4.1). Ankunftszeitpunkte sind Sprungstellen. Die SprunghShe
reprasentiert (bei Einfachankiinften) die Bedienzeit der jeweiligen Ankunft. Fiir die vir-
tuelle Wartezeit W, beim n-ten Ankunftszeitpunkt 7;, (das ist dann auch die eigentliche
Wartezeit) gilt die bekannte Rekursionsvorschrift

W, = Ina'Xn/Vn—l + Bpo1 — An‘l,o] s (41)

wobei A,_, := T, — T,_, die Zwischenankunftszeit bedeutet und B,, die Bedienzeit der
n-ten Ankunft. Aus dieser Beziehung laBt sich fiir das zeitkontinuierliche GI/GI/1/o0-
Wartesystem die sog. Lindley-Gleichung [73] ableiten, deren Losung die Wartezeit-VF er-
gibt. In [32] wird die Rekursion (4.1) benutzt, um die Wartezeit-WF des zeitdiskreten
SSMP /GI/1-Systems iterativ zu bestimmen. Obwohl die Autoren sich auf den Fall des
SSMP-Eingabeprozesses beschrinken, ist die vorgestellte Losung ohne prinzipielle Versnde-
rungen auch fiir einen beliebigen SMP giiltig.

Bei endlichem Wartespeicher mufl der Begriff der virtuellen Wartezeit leicht verindert wer-
den, da das Wartesystem voll besetzt sein kann. In Zeitintervallen mit vollem System ist es
nicht mehr sinnvoll, von einer virtuellen Wartezeit zu sprechen, da eine Ankunft innerhalb
dieses Zeitintervalls verlorenginge und man ihr dann iiblicherweise keine Wartezeit zuord-
net. An die Stelle der virtuellen Wartezeit tritt die sog. Restarbest U(t) zum Zeitpunkt ¢. Bei
zeitkontinuierlichen Wartesystemen gibt sie die Zeit an, die von t ab vergehen mu8, bis das
Wartesystem zum ersten Mal wieder leer ist, wenn alle Ankiinfte nach ¢ ignoriert werden.
Diese Definition bleibt im zeitdiskreten Fall (mit den beiden Méglichkeiten AF und DF,
s. Abschnitt 2.2.1) weiterhin giiltig. Solange das Wartesystem nicht voll besetzt ist, stimmt
die Restarbeit mit der virtuellen Wartezeit iiberein.

Die nachfolgend entwickelte Analyse von endlichen Wartesystemen wurde durch [113] ange-
regt. Dort wird der Begriff der Restarbeit zur Analyse eines zeitdiskreten endlichen Wartesy-
stems mit Erneuerungseingabeprozef§ und deterministischer Bedienzeit, die mit der Zeitein-
heit des Systems iibereinstimmt, fiir den Fall DF eingesetzt. [113] wird hier in verschiedenen
Aspekten erweitert (AF und DF, beliebiger Semi-Markov-Eingabeproze8, schlieBlich auch
Erweiterung auf einen beliebigen unabhéingigen Bedienprozel). Neben den Methoden, die
fiir Wartesysteme vom M/G/1-Typ geeignet sind, scheint der Begriff der Restarbeit der
einzige Zugang zur Lésung endlicher Wartesyteme bei nicht zu starken Einschrinkungen
fiir den Eingabeprozef§ zu sein.

1” First-In-First-Out”: Abfertigung der Kunden gemi8 ihrer Ankunftsreihenfolge.
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Us=ND H ¥ : Abgangszeitpunkt

& ; Bedienzeit:
¥ ] 1 v D = 3 Zeiteinheiten

Ankunftszeitpunkte

To T1 T2 T3 Wartepliitze: N=1

Abb. 4.1 Pfad der Restarbeit eines zeitkontinuierlichen Wartesystems.

4.1 Das zeitdiskrete SMPY/D/1/N-Wartesystem

Es wird das SMP¥]/D/1/N-Wartesystem mit FIFO-Bedienstrategie betrachtet [53] : Die
(positiven) Zwischenankunftszeiten werden représentiert durch die Zustandsverweilzeiten
Ay, i= Tpy1 — T, eines SMP, es gibt N Warteplédtze, und der Bedienproze$ {By,;n € INg}
ist deterministisch: B, = D. Der SP X := {X,;n € INg} aus unabhéingigen, identisch
verteilten ZVn X, bestimmt die Anzahl der zum n-ten Ankunftszeitpunkt T}, gleichzeitig
ankommenden Kunden?; z(v) := P{X, = v},z(v) = 0 fir v > bpes, X(v) 1= P{Xy <
v}, X(v) := P{X, > v+1} =1 — X(v). Zwischenankunftszeiten der Grée Null wiirden
ebenfalls gleichzeitige Ankiinfte erlauben. Dann kann aber nur DF behandelt werden, s. Ab-
schnitt 4.2. Immer wenn mehrere Zellen gleichzeitig ankommen, werden soviele wie moglich
ins System zugelassen.

Es werden die ZVn U, := Restarbeit zu T,, ohne Beriicksichtigung der Ankunft und U :=
Restarbeit zu T,, mit Beriicksichtigung der Ankunft betrachtet. Es wird auch die Sprechweise
" die Ankunft sieht den Wert U, der Restarbeit” benutzt. Im zeitkontinuierlichen Fall kann
alternativ U, als Restarbeit unmittelbar vor und U,} als diejenige unmattelbar nach dem An-
kunftszeitpunkt definiert werden, s. Abb. 4.1, also als links- bzw. rechtsseitiger Grenzwert
der Zeitfunktion U(t).

4.1.1 Die Zulassungsregeln Arrival First (AF) und Departure
First (DF)

Die Restarbeit in einem zeitdiskreten System wird durch Treppenfunktionen représentiert,
die fiir eine Zeiteinheit konstant bleiben und zu diskreten Zeitpunkten springen, Abb. 4.2.
Es zeigt sich, daB die beiden Moglichkeiten der Festlegung der Werte an den Sprungstellen
durch rechts- bzw. linksseitig stetige Treppenfunktionen zur Reprisentation von DF bzw.
AF verwendet werden konnen: DF wird durch rechtsseitig stetige Treppenfunktionen, AF
durch linksseitig stetige bestimmt. Dazu miissen definiert werden der Anfangswert U := 0
und unter Verwendung der Grenzwerte U(T +0) := ltig} U(t), U(T —-0) := ltiTg}l U(t)

fir AF:  U,:=U(Ty) und fiir DF: U, := max(U(T, — 0) — 1,0)
Ut =U(T, +0) Ut :=U(T,)

2Wegen der ATM-Thematik und der deterministischen Bedienzeit wird im folgenden von Zellen und
nicht von Kunden gesprochen.
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( 0
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Abb. 4.2 Pfade der Restarbeit U(t) fir DF und AF: Die zu Ty ankommende Zelle geht bei
AF verloren, weil sie (anders als bei DF) noch die zu Ty angekommene Zelle sieht.

Im zeitkontinuierlichen Fall werden diese beiden Fille nicht unterschieden, weil Ankiinfte
und Abgénge nur mit WKT Null auftreten kénnen [44].

Auch bei AF bleibt die o.g. Definition der Restarbeit giiltig, s. Abb. 4.2: U(T + 1) = D,
der néchste Abgangszeitpunkt ist Tp + 3, und das System ist zum ersten Mal leer bei
Ty +4 = U(Ty+1), wenn man die Ankiinfte bei T}, Ty, . . . ignoriert. Dieses etwas befremdli-
che Verhalten von U(t) (nur bei AF) macht jedoch keine Schwierigkeiten, weil die zeitliche
Entwicklung des Wartesystems nur durch U,, und U} bestimmt wird.

Es bleibt noch zu bemerken, daf infolge der Mehrfachankiinfte hier U(t) das Systemverhal-
ten nur wegen der deterministischen Bedienzeit vollstindig beschreibt. Man kann nimlich
aus dem Wert von U(t) auf die Belegung [(U(t)/D)] * schliefen und damit entscheiden,
ob das System voll ist oder nicht. Bei beliebigem Bedienproze und Mehrfachankiinften ist
das nicht mehr méglich.

4.1.2 Restarbeit zu Ankunftszeitpunkten
Zwischen U,_; und U, besteht fiir DF die Beziechung

Un-l + anlD 0 S Un—l S (N - Xn—l + l)Dv
Unoi €D 1+ (N =€)D< U,y < (N—£+1)D Y fiir 1 < X,_; <N,
fiir jedes E mit 0 < € < X,,_, — 1

U (4.2)

n-l Ui +ND+D U, =0,
Un o + €D 1+ (N -€D < U,y < (N=£+1)D pfiir X,,_; > 1+ N.
fiir jedes E mit 0 < €< N
Die ZVn U, und U,}_; sind verkniipft durch
_ U:—l - An~l fiir U:AL > An—h
Un = { 0 sonst. (4:3)

3[(U(t)/D)] bezeichnet die nichst grofere ganze Zahl, s. Symbolverzeichnis.
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AF ist gegeben durch

Un-1 + Xn—lD Un~1 = 07
Up-1+XpD-1 1< Up_1 < (N - X,.1+1)D, .
Up1+6D—1 1+ (N-6)D<Up < (N—£)+1>D firl £ Xo1 < W,
Ul = fiir jedes £ mit 0 < € < Xy — 1 (4.4)
Uﬂ<1+ND+D Un‘lz(),
Uy +ED -1  1+(N=&)D <Upy < (N=E+1)D pfiir Xy 21+ N .
fiir jedes ¢ mit 0 < E < N }

und

(4.5)

U, = U:—l - An—l +1 fiir :_1 Z An‘l,
" 0 sonst.

Wegen (4.2), (4.3) fiir DF und (4.4), (4.5) fiir AF ist {(Uy, Sn, Xn);n € INo} eine MK
mit den Ubergangs-WKTn P{U, = £,S, = j, Xn = w|Un-1 = k,Sn—1 = 1, Xy = v} =
P{U, =¢,5, = jlUpn-y =k, Sn1 = 4, X1 = v} - z(w) gemiB dem folgenden Hilfssatz 6.
Zunichst wird benéotigt

Hilfssatz 5 Fiir alle n € IN gilt:
P{Sn = ijnﬂl = tlsnvl =1, Up = k7Xn—1 = 'l)} = P{Sn = .77 Apy = t|Sn—1 = 7}

Beweis: Von zentraler Bedeutung ist die Markov-Erneuerungseigenschaft Gl. (3.5). Jede
Realisation ((to, %0, Vo), - - - » (ta-2, in—2, Un—2), (tn-1, %, -)) des Zufallsvektors ((Ty, So, Xo),
(Tn—2,Sn-2, Xn_2), (Tn—1, Sn—1,)) bestimmt genau einen Pfad des SP der Restarbeit zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt bis zur (n—1)-ten Ankunft und daher auch eine Realisation k von
U,_;. Die Menge der Realisationen des Zufallsvektors zerfillt in Klassen C) mit denselben
Realisationen k von U,_;. Zerlegt man noch weiter nach Zustanden i des SMP zu ¢,_; mit-

tels C} = {(t077f‘()vv0:~'~ytn—Zs7;n—2>vn‘27tn—1)‘(t0’i()y’”Ov~~-7tn——2,in~2yvn—27tn713i) € Cy},
so folgt
{Sn—l =1, Up-1 =k, Xp = ’U} =
= U {(To, S0, Xo) = (to, %0, v0), -, (4.6)
. ) (to,io,vu,;., yeci (Tn—Zy Sn-2, Xn—Z) = (tn—Z; -2, '”n—2)7
=2 yin—2,Un—2,bn— 4
i E (TnAh Sn—1, Xn~1) = (tn~la 2, U)}

Wegen Gl. (3.5) und der Unabhingigkeit von X erhalt man
P{Sn =17, Apy = i Sp-1 =4, Un1 = k, Xno1= 'U} =

= P{Sn :j,An_1 = t|Sn_1 = ’L} . P{Sn,1 = i, Un—l = k,X -1 = 'l)} [m}
Zu beachten ist, da8 Hilfssatz 5 auf Gl. (3.5) zuriickgeht. Eine Begriindung wie: "U,, be-
schreibt den Systemzustand und kann deshalb nur unabhingig von den Zwischenankunfts-

zeiten sein”, ist nicht zuldssig. U, und A, sind nicht unabhingig, weil die Zwischenan-
kunftszeiten nicht unabhingig sind. Denn einerseits ist z.B. fiir DF und z(v) = 1,

P{A; =t,U; =k} = 4o - P{A1 =t,Ag > D} + 1_, - P{A; =1, Ao = D — k}.

Andererseits gilt P{U; = k} = 14=o - P{A¢ = D} + 1P, - P{Ay = D — k} und A, A, sind
wegen GL. (3.13) nicht unabhéingig. 1 bezeichnet die Indikatorfunktion gemé Anhang C.
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P{Un =4S, = j|Un—1 =k, Sp1=4,Xp 1= ’U} =

¢ij(k—£+vD) 0<k<(N+1-wv)D,
qj(k—€+€ED) 1+ (N—-¢&D<k<(N-£+1)D firl<v< N
fiir jedes € mit 0 < £ <wv —1, 050
(11](—()+ND+D) k :0, ’
¢k — £+ D) 1+ (N=€ED<k<(N-¢(+1)D firv >1+ N
fiir jedes £ mit 0 <& < N,

pi]—Qij(k—l-!-'uD) OSkS(N+1~1))D,
Pij — Qij(k—1+ED) 1+ (N-§D<k<(N=(+1)D,p firl<v<N

fiir jedes E mit 0 < &E<w—1, =0
pij — Qij(k—1+ED) 1+ (N—-6D<k<(N-(+1)D,; firv>1+N

fiir jedes £ mit 0 <& < N,

Abb. 4.3 Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir DF.

Hilfssatz 5 liefert zwei Beziehungen, die bei der Ableitung des Hilfssatzes 6 benstigt werden:
P{S" = j;SuAl =4,Up 1=k, X, 1 = ’U} =

= Z P{Sn = ‘i’ A"‘1 = t|Sﬂ‘1 = ia ljn-l = kan—l = 'U} =Pij > (47)

=0

P{A, 1 =tS, =551 =0,Up1 =k, X1 =0} =

= P{Sn =J Apr = tlS"—l =, U1 =k Xp0 = ’U} —

T P =S =i U =k X = 0]

= P{Any = 1|8, = j, Sna = i} = f(t) - (4.8)

Sie liefern

Hilfssatz 6 Fir allen € N, k,£ € {0,---,ND+ D}, 4,5 € IE, v € IN sind die bedingten
WKTn P{U, = ¢,S,, = j|lUp-1 = k,Sn-1 = 4, X1 = v} allein durch den Semi-Markov-
Kern q(t) bestimmt. Fir DF lauten sie, wie in Abb. 4.3 angegeben, fir AF wie in Abb. 4.4.

Bis auf k = 0, stimmen die Ubergangs-WKTn fiir AF und DF iiberein. Der Beweis fiir AF
erfordert aber andere Fallunterscheidungen.

Beweis fiir DF: X,,, X,,_; und der SMP sind nach Voraussetzung unabhingig, d.h. (S,, 4,)
und X,,, X;,_; sind unabhéngig. U,, und X,_; sind nicht unabhingig, weil die Anzahl gleich-
zeitig ankommender Zellen zum (n — 1)-ten Ankunftszeitpunkt die Restarbeit U,, beim fol-
genden Ankunftszeitpunkt mitbestimmt; dagegen sind (S,,U,) und X, unabhingig. Mit
Gl. (4.7) hat man

P{Un = Z» Sp = j’Un—-l =k,Sp1 = 1, Xno1 = U} =
= P{Un = €|Sn = j: Un—l = k; SrL—l = ii anl = ’U} 27 (49)

Fiir die bedingten WKTn P{:|S, = j, Sp—1 =1, Up—1 = k, Xp—; = v} wird im folgenden die
Abkiirzung Piji,{-} verwendet.
Zunichst ergibt sich mittels Gl. (4.3):

Pijo{Un = €} = Loy - Pijro{U;_1 < Anci} + Liso - P (U — Aoy = £} (4.10)
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Nun wird die Menge {U}_, = £,Sn-1 = i,Xa-1 = v} betrachtet. Als Beispiel sei der
Fall 1 < v < N erldutert: Fiir £ < ND werden alle Zellen eines bei T;,, ankommenden
v-Batch zugelassen, denn das System ist — mit Beriicksichtigung der Ankunft — noch nicht
voll. AuBerdem ist £ > vD, da ohne Zellverlust die Restarbeit mit Berficksichtigung der
Ankunft wenigstens derjenigen Arbeit entspricht, die der zugelassene v-Batch mitbringt.
Wenn 1+ ND < ¢ < D+ ND gilt, so gehen v,v —1,..., oder 0 Zellen verloren, und U,_;
ist so groB, daB U;\_,, die zugelassenen Zellen beinhaltend, einen Wert zwischen 1+ ND
und D + ND annimmt. Die anderen Fille ergeben sich mit &hnlicher Begriindung, s. auch

GL. (4.2). Mit der weiteren Abkiirzung { - Yo :={ * ,Sn-1=1% Xn_1 = v} erhilt man
fiir beliebige i € IE:
{Up-1 =10 — vD}yy fir vD < ¢ < ND
Ueoo{Un-1 = £ — €D}y fiix 1+ ND < ¢ <ND+ D}
firl<v <N,
{Uno1 = = (4.11)

U o{Un-1 =€ - €D}y  fir 1+ ND< U< ND+D-1
UM Unoy = (N +1-€)D}yy fiir € = ND+D
fiir 1+ N <w.

Weiter ergibt sich? mit den disjunkten Mengen aus (4.11) in (4.10) im Falle £ > 0:
a)Firl<v < N:

ND+D
Pii{Uf  — Anr =€} = S P {Uf =0 A1 = -0 =

¢=vD

v—1
— (V=40 P (A, =k — €+ vD} + 3 10500 Pk An1=k — £+ ¢D} =
£=0

it (4.8 vl _
mit (48) yNp-wD+D ¢ (b _ g4 uD) + 3 10 TEDE  fii(k — £+ ED) .
£=0

b) Fiir 1 + N <w < oo:
DND

Pijku{U:—l - An—l = e} = Z })ijkv{U+_1 = gla A= - Z} =
¢=14+ND

170D Piko{Ano = k — £+ €D} + Limo Pijgo{An-1 = ND+ D — £} =

=

0

™
Il

: N
mit (4.8) > lfc’ifi(_;s)_%p fij(k =+ ED) + Li=o fis(ND+ D = £) .
£=0

Die Ausdriicke fiir £ = 0 folgen aus der Beziehung

ND+D
Pijkv{U:.l < An—l} =1- Z Pz’jkv{U:._l - An~1 = e} .

=1

Mit Gl. (4.9) erhilt man dann die gesuchten Ubergangs-WKTn. =]

Beweis fiir AF: Mit Gl. (4.5) folgt im Unterschied zu GL (4.10)

4Zwischenschritte sind im Anhang A.1 aufgefiihrt.
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P{Un = 87 Sn = len—l = k7 Sn-l = i: Xn—l = U} =

q”(vD—€+1) IC:O7
gj(k—€+vD) 1<k<(N+1-wv)D,

Gii(k =€+ €D) 1+ (N—€D <k < (N-£+1)D firlsvs< N

fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ <w—1, £>0,
¢i;j(—¢+ND+ D +1) =0,
¢i;(k — £+ ¢D) 1+(N~§)D§k§(N—§+1)D} firv>N+1
fiir jedes £ mit 0 < £ < N,

o up) 1k D

pij — Qij(k—14+vD) 1<k<(N+1-v)D, .

Py~ Qulk—1+ED) 1+(N-§D<k< (N-g+1)p,[ 1SvsN
fiir jedes € mit 0 <&<wv—1, {=0.

pij — Qij(k —1+£D) 1+(N D <k < (N=E+1)D,p firv > 14+ N
fiir jedes £ mit 0 <& < N,

Abb. 4.4 Ubergangswahrscheinlichkeiten fir AF.

IDijkv{Un = Z} = 18:0 z]kv{ 1 < An 1} + 1[50 ijku{U;_l - An—l +1= Z} . (412)

Fiir die Menge {U;; = ¢,S,-1 = i,Xn—1 = v} ergibt sich wieder mit der Abkiirzung
{ ' }w = { C S =4hXn g = U}i

(Up=1}4U{Up =0} fiir @ = oD
{UHZZI—UD-}-l}w
fiir 1+vD <& < ND—1
r . . + .
AlsvsN-1: U =flo=\p 0, = (N-eD+1}ufir ¢ =nNp 419
U o{Un = & — €D + 1},
firl+ ND<# <ND+D-1,

UéV:O{Un =(N-§D+1},U {Un = 0}
byv=N: {UF=¢) fiir = ND (4.14)
V= : = iy = .
" U o{Un =0 - €D +1},,
firl+ ND<¢ <ND+D-1,

ULo{Un =€ - €D+ 1}
u>N+1: {Uf={0},= fir ND<¢ <ND+D-1 (4.15)

{U, = 0}s fir ¢ = ND+ D .

Gl. (4.12) kann mit den Mengen in (4.13), (4.14), (4.15) fiir jeden der Fille berechnet
werden unter Beachtung von Pijgy{Un—1 = ¢, - } = 0 fiir k¥ # £ und Gl (4.8). Im Fall
£ >0 ist Pyr,{U;_, — Ap_1 + 1 = £} zu berechnen, b) geht in a) auf, und die Ausdriicke
von Hilfssatz 6 folgen diejenigen fiir £ = 0 ergeben sich mittels Py, {U_; < A1} =
1- év?+DPUkv{Un 1~ An- 1+1"Z}

Der néchste Abschnitt zeigt, wie man die Zustands-WKTn P{U, = £, S, = j, X, = w} =
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P{U, = ¢,S, = j} - z(v) der MK zum n-ten Ankunftszeitpunkt mittels einer (stochasti-
schen) Matrix berechnen kann, die nur P{U, = ¢, S, = j} mit P{Uy_1 = £,5,_; = j}
verkniipft, also nur m(ND + D + 1) Zeilen und Spalten hat gegeniiber der um den Faktor
binas groBeren Anzahl fiir die urspriingliche MK.

4.1.3 Transiente Gleichungen
Wie iiblich bei MKn gelten die transienten Gleichungen

ND+D m bmas
un (€, 3, w) = z(w) - Z Z Z Up—1(k,1,v) - Pyp{Un = ¢, S, = j}.

k=0 i=1 v=1
Dabei bedeuten u,(¢, j,w) := P{U, = ¢, S, = j,Xn = w} und Py {U, = ¢, S, = j} :=
P{Un = Z, Sn = j'Un—l = k, Sn—l = i,Xn_l = ’U}.
Wegen P{U, = (,S, = j,X, = w} = P{Up, = ¢,5, = j} - z(w) konnen die Gleichun-
gen so umgeformt werden, daf$ nur noch u,(4,j) = Yo un(f, j,w) und un_y(k,1) =
%, Un—1(k, %, v) verkniipft werden. Einige etwas umfangreichere Umformungen fiihren auf
die Gleichung u,, = u,_,F. Darin ist u, := (u,(0),...,u,(ND+D)) und [u,(k)]; := un(k, 1)
sowie

0 ND+D
Fg ... Fy
F = B
0 ND+D
Fypip - FND+D

mit den folgenden Teilmatrizen Fi, die sich fiir AF und DF (wieder) nur fiir kK = 0 unter-
scheiden. Es ist fiir £ =0
P- 211;,:1 z(v)Q(vD)

—-X°¢(N)Q(ND + D) fiir kK =0 und AF

P- Eu 17(v)Q(vD - 1)
-X¢(N)Q(ND +D—1) fiir k=0 und DF

F0= v—lx(v)Q( _1+UD) 4.16
©= 1 T X QU -1+ eD) (416)
fir1+ (N-€§D<k<(N+1-¢)D,
fiir jedes E mit 2 << N
p-Qk-1+D) firl+ ND-D<k<ND
L p—-Qk-1) firl+ ND<k<ND+D
und fiir £> 0
>N z(v)g(—€+vD +1)
+X¢(N)q(-¢+ ND+D+1) fir k=0 und AF

Yol z(v)a(—L+vD)
+X¢(N)q(~£+ ND + D) fiir k=0 und DF

Fl — Zv—l 'T( )q(k_Z+UD) .
k T Xe( - 1)q(k — £+ £D) (417)
fir 1+ (N—&D<k<(N+1-§€)D,
fiir jedes E mit 2 < £ < N
a(k — ¢+ D) fir 1+ ND—~D <k < ND

q(k — 0) fir 1+ ND<k<ND+D
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Jeder der Fille in (4.16), (4.17) représentiert eine Anzahl (z.B. £) noch freier Plitze zum
(n — 1)-ten Ankunftszeitpunkt. Da F stochastisch ist, kénnen die Algorithmen von Grass-
mann et al. [43] bzw. Kramer [70] unter Ausnutzung der Blockstruktur zur Bestimmung der
stationdren Losung u := lim,,_,o u,, verwendet werden, falls sie existiert. Diese sind direkte
Verfahren, die sich dadurch auszeichnen, daf§ in jedem Iterationsschritt nicht-negative Zah-
len auftreten, so daB sie numerisch sehr stabil sind. Letzteres gilt nur bedingt fiir [70], weil
dort als Umformungsschritt die Matrixinversion vorkommt. Die iiblichen Algorithmen zur
Matrixinversion verwenden Subtraktionen und fiihren infolge von Rundungsfehlern hiufig
doch wieder auf negative Werte, obwohl die auftretenden invertierten Matrizen theoretisch
[70] nicht-negative Eintrige haben sollten, s. auch Abschnitt 7.8.

Zu bemerken bleibt, da8 {(Un, Sp);n € No} fiir by > 1 keine MK darstellt, obwohl die
stochastische Matrix F nur P{U, = ¢,S, = j} und P{U,_, = ¢,S,_; = j} verkniipft.
Fir bpme; = 1 konnen Mehrfachankiinfte durch Zwischenankunftszeiten der Grofe Null
beriicksichtigt werden. Die Systemmatrix hat dann viele Nulleintriige, und die Anzahl der
Operationen zur Bestimmung der stationiren Zustands-WKTn mittels des Grassmann-
Algorithmus reduziert sich auf m®(1 + D)D2N?, s. [51] und Abschnitt 4.2.

4.1.4 Belegung zu Ankunftszeitpunkten, Verlustwahrscheinlich-
keiten und Wartezeit im stationiiren Fall

Aus dem Wert der Restarbeit zu einem Ankunftszeitpunkt kann auf die gesehene Belegung
geschlossen werden. Aufierdem bestimmt die Restarbeit auch den Wert der Wartezeit, sofern
kein Verlust auftritt; hierbei unterscheiden sich jedoch AF und DF, wie unten erliutert wird.
Mit der stationdren Lésung u von F lassen sich die WFn von Belegung und Wartezeit an-
geben. Mit e := (1,...,1)T, m Komponenten, und dem Skalarprodukt u(k)e := Y, u(k, 1)
erhilt man fiir die Belegung L, zum n-ten Ankunftszeitpunkt

u(0)e fir u=0,
— — eD
Plla=m}=1" S w@e firl<p<N+1. (4.18)
£=1+(pu-1)D

Das Ereignis " Verlust” ist direkt verkniipft mit der Belegungs-WKT. Infolge der Batch-
ZV gibt es jedoch verschiedene Méglichkeiten, Verlust zu definieren bzw. zu quantifizieren:
Verlust wenigstens einer Zelle, Verlust einer ” Testzelle”.

a) Verlust wenigstens einer Zelle
N+1
PVerlust = Z P{Xn > N+2- /J'}P{Ln = .u} . (419)

pu=0
b) Verlust einer Testzelle

Die Zellen eines ankommenden w-Batch werden in véllig zufilliger Reihenfolge ins War-
tesystem eingebracht. Unter den Zellen des w-Batch ist eine sog. Testzelle markiert. Fiir
diese Testzelle ist die WKT als v-te Zelle des Batch ins System zu gelangen (oder ” in v-ter
Position fiir die Zulassung ausgewihlt zu werden”) ﬁ—}, und die Testzelle geht verloren, wenn
v die Zahl N + 1 — L, der noch freien Plitze im Wartesystem iibersteigt. Die Anzahl der
Auswahlpositionen, in denen die Testzelle verlorengeht, betrigt max{w — (N +1 — L,), 0].
Es ergibt sich daher

pTestzelle __
P, Verlust Z Z

p=0 w=N+2—p

N+1 00 — (N 1—



50 Analyse zeitdiskreter Modelle mittels der Restarbeit

wobei
P{X, =w, L, = p} = ¢(w)P{L, = p}
zu beriicksichtigen ist.

Offenbar kann die Wartezeit nur als diejenige einer Testzelle definiert werden. Fiir DF ergibt
sich die Wartezeit einer Testzelle, die als v-te Zelle des Batch ins System gelangt, aus der
Restarbeit zum Ankunftszeitpunkt plus der Summe (v — 1)D der Bedienzeiten der v — 1
Zellen desselben Batch, die vor der Testzelle zugelassen werden.

Bei AF wird die (positive) Restarbeit unmittelbar nach der Ankunft um eine Zeiteinheit
abwirts gezihlt. Daher ist die Wartezeit der nicht-verlorenen Testzelle um eine Zeiteinheit
kleiner als die Summe aus gesehener (positiver) Restarbeit und Bedienzeiten der Zellen
desselben Batch, die vor der Testzelle zugelassen werden. Bei leerem Wartesystem sieht die
als v-te zugelassene Testzelle dagegen wie bei DF eine Wartezeit der Grofle (v — 1)D.

Es macht keinen Sinn (wie etwa bei der Restarbeit), von der Wartezeit zum n-ten Ankunfts-
zeitpunkt zu sprechen, da nicht klar ist, ob zu diesem Zeitpunkt Verlust auftritt. Einer
verlorenen Zelle wird iiblicherweise keine Wartezeit zugeordnet. Daher wird als ZV fiir die
Wartezeit W ohne Index verwendet. 1 bezeichnet die Indikatorfunktion gemaf Anhang C.
C := YN P{W = ¢} ist eine Normierungskonstante, die die WKTn auf Ankunftsereignisse
ohne Verlust (der Testzelle) einschrinkt.

Fiir DF ergibt sich mit den obigen Ausfiihrungen

N+1 w
P{W = ¢| kein Verlust} = =5~ [Z Z u(f —(v=1)D)e +
w=1v=1
0o N+1
+ 3 Y2y w-1p) (4.21)
w=N+2 v=1 w .
und fiir AF
& z(w) ND-1
P{W = /| kein Verlust} = 5 Z - (1120 “Leprgw-np - uw(f+1— (v — 1)D)e
w=1v=1

+ 1?’:13 *Lo=(w-1)p u(O)g) +

~~

oo N+1 w
+ 2 Z — (11 Dl Lo - u(l+1— (v —1)D)e
w=N+2 v=1 W

+ 1?;3-1&(,‘1)[,@(0)@)] . (4.22)

4.1.5 Ausdriicke im transienten Fall

Im ATM-Umfeld sind auch Verlust-WKTn und Wartezeiten im transienten Fall, d.h. zum
n-ten Ankunftszeitpunkt mit n < oo, von Interesse, wenn eine Quelle gerade zu senden
beginnt. Ausdriicke dafiir erhilt man, wenn man oben w(k) durch u, (k) ersetzt und einen
geeigneten Anfangsvektor ug wihlt, z. B. ug(k, i) := P; - 1x=o. Fiir das Wartesystem vom
M/G/1-Typ (s. Kapitel 5) sind Ausdriicke fiir den transienten Fall erheblich komplexer.
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4.1.6 Schitzwert fiir die bedingte Verlustwahrscheinlichkeit

In [10] wird fiir ein Wartesystem (mit Bedienzeit gleich Zeiteinheit) als wichtige Leistungs-
kenngrofie eines Multiplexers die WKT des Ereignisses betrachtet: ”Unter der Bedingung,
daf3 der Multiplexer zu t = 0 Zellen verliert, verliert er nach r Zeiteinheiten immer noch
Zellen”. Die Autoren setzen r als mittleren Zeitabstand fiir die Zellen einer Einzelverbin-
dung an und benutzen die WKT des obigen Ereignisses als obere Grenze fiir die WKT,
dafBl eine einzelne Quelle aufeinanderfolgende Zellen verliert. Angewendet auf den Fall des
hier betrachteten Wartesystems wird das Verlieren aufeinanderfolgender Zellen (niherungs-
weise) durch das Ereignis erfafit: ”Unter der Bedingung, dal zum n-ten Ankunftszeitpunkt
eine Zelle verlorengeht, gehen zum (n + r)-ten Ankunftszeitpunkt wieder Zellen verloren”.
Da {(Un, Sn, X5);n € INg} eine MK ist, kann diese bedingte Verlust-WKT hier (auch fiir
D > 1) leicht berechnet werden durch
Pbe‘rlllu"sgtt ~ P{Fn+1 - 1|F - 1}
mit T = { 1 Verlust wenigstens einer Zelle bei n-ter Ankunft ,
0 kein Verlust bei n-ter Ankunft .

Dabei ist .
P{T,, =1, =1} = }: Z W)P{Uptr =0, Sp4r =4, = 1}+

w=N+2j=

N+1 m

+ Z E Z Z lU P{Un+7~ -—-Z Sn+1‘ “]v - 1}

p=1 ¢=1+4(u—1)D w=N+2—p j=1

mit  P{Un4r =, Sn4r =, Tn =1} =
ND+D m
=Y Y [P 1W] P{Upy =k, Spyy =i, Ty = 1}.
K'=0 =1

Darin wiederum bedeuten [[F]k/g]i [Fl,]i, und [g( - )]aj == gij( - ), und es ist
P{Un-H = kl7 Sn+1 = 7;’7 = 1} =

00 m

Z Zu (0,%)z(v) Pioy{Upnt1 = k', Spy1 =4 }+
v=N+21i=1

N+1 o0 m

-+ Z Z Z Zu(k,i)x(’l})ﬂkv{(}"+1 = k/,S,H_] = 'L’} .

#=1 k=14(u—1)D v=N+2—p i=1

P{T, = 1} ergibt sich nach (4.19); Pi,{ - } ist in Abschnitt 4.1.3 definiert.

Eine hohe bedingte Verlust-WKT bedeutet, daf§ die Einzelquelle hiufig mehrere aufeinan-
derfolgende Zellen verliert. Dies kann die Dienstgiite verschlechtern, auch wenn die Verlust-
WKT bezogen auf alle verlorenen Zellen der Verbindung sehr klein ist. Die hier betrachtete
bedingte Verlust-WKT ist vom Konzept her nur eine Niherung. In Kapitel 6 wird fiir ei-
ne in einer Uberlagerung noch zu identifizierende Einzelquelle ein Algorithmus angegeben,
mit dem eine konzeptionell exakte bedingte Verlust-WKT fiir diese Einzelquelle berechnet
werden kann.
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4.1.7 Gleichzeitigkeit von Ankiinften und Abgingen

Die Gleichzeitigkeit von Ankiinften und Abgingen kann ebenfalls mittels der Restarbeit
quantifiziert werden.

Departure First Fiir DF sieht man leicht, da eine Ankunft, die positive ganzzahlige
Vielfache von D sieht, gleichzeitig mit einem Abgang stattfindet (wobei nach Definition
von DF der Abgang unmittelbar vor der Ankunft erfolgt). Dagegen wird das Ereignis ” die
n-te Ankunft trifft bei gleichzeitigem Abgang ein leeres System” durch den komplizierteren
Ausdruck {U;}_; — A,_; = 0} beschrieben. Wegen DF kann bei Gleichzeitigkeit von Ankunft
und Abgang das System nicht voll besetzt sein, wenn nur positive Zwischenankunftszeiten
zugelassen sind.

P{L,, = ¢, Abgang gleichzeitig} =

P{U = Ap_y} fiir £=0
=< u(¢D)e firl<f{<N (4.23)
0 fire=N+1
mit
N [(N-v)D v (N+1-€)D
P{UY =Ana} =) z(v)u(k)a(k +vD)e+ Y > z()ulk)a(k +£ED)e
v=l| k=0 £=0 k=1+(N—-€)D
bmaz N (N+1-§)D
+ Y =z )Ja(ND+D)e+Y. Y ulk)a(k+ED)e (4.24)
v=N+1 £=0k=1+(N—-£)D

Arrival First Bei AF kann das System nicht leer sein, wenn Ankunft und Abgang gleich-
zeitig auftreten. Wenn eine Ankunft die Restarbeit 1 + (¢ — 1)D sieht, so sind ¢ Zellen im
System, und unmittelbar danach verlifit eine Zelle das System.

P{L, = ¢, Abgang gleichzeitig} =

_Jo fir £=0
T lul+(-1)D)e firl<L<N+1.

(4.25)
4.2 Das SMP/D/1/N-System mit
Null-Zwischenankunftszeiten

Schon mehrfach wurde erwihnt, dafi auch Zwischenankunftszeiten der GréBe Null fiir den
Eingabeprozef zugelassen werden konnen, so daff auch ohne Batch-ZV Mehrfachankiinfte
ermoglicht werden. Dann kann allerdings nur DF behandelt werden. Folgende Gleichungen
bestimmen die zeitliche Entwicklung des Systems:

U,+D fir0<U, <ND

+ - n S Up S y

U “{ U,  firl+ND<U,<D+ND, (4.26)
_ | Uy - A, fir Uy > A,

Ut = { 0 sonst. (4.27)
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F) Flll . . Fé’ o - . . . . 0
F Fi . . . F11+D o - . . . 0

. . F2 . . . F22+D 0 . . . 0

. . . 0
lria’zfn Ii‘ng o Fﬁ% - FNp 1-{:ND . . F%gw
Fg™" Fy o ) - - Finp 0 - 0

. . 0
FIS’D+DF¥D+D L . . . . . Fxgig

Abb. 4.5 Struktur der Ubergangsmatriz fiir DF.

Man erhilt in der Ubergangsmatrix (Abb. 4.5) der MK {(Uy, Sp),n € Ny} viele Nullein-
triage. Die Matrix hat Blockstruktur mit den folgenden Untermatrizen

p—-Q(k—1+D)
fir0<k<NDund /=0
p-Q(k-1)
Fl o= firl+ ND<k<ND+Dund £=0
k) q(k— £+ D)
fir0<k<NDund1<¢<k+D
q(k - )
firl+ ND<k<ND+Dund1<{¢<k.

Die Nulleintrage kénnen im Algorithmus von Grassmann ausgenutzt werden fiir eine Reduk-
tion der Anzahl von Operationen auf die Ordnung von m?(1 + D)D?N?. Mit ausschlieBlich
positiven Zwischenankunftszeiten wird AF durch die Gleichungen

D fir U, =0
Uf ={ Us+D—1 fir1 <U, < ND, (4.28)
U, -1 fir1+ ND<U, <D+ ND
und
[ Uf-Au+1 fir U > A,
Unt1 = { 0 sonst (4.29)

vollstindig beschrieben. Diese Gleichungen verdeutlichen, da§ Null-Zwischenankunftszeiten
auf eine Inkonsistenz fiihren, wenn die n-te Ankunft ein leeres System sieht und die (n+1)-te
Ankunft nach Zwischenankunftszeit Null auftritt: U, = 0, Uf =D, Uy = D+ 1 gemiB
Gln. (4.28), (4.29), wahrend die (n -+ 1)-te Ankunft die Restarbeit U,,; = D sehen sollte.

4.3 Die Restarbeit im zeitkontinuierlichen Fall
Im zeitkontinuierlichen Falle erhélt man eine MK mit kontinuierlichem Zustandsraum, da

die Restarbeit jeden reellen Wert zwischen 0 und ND + D annehmen kann. Schon im Falle
des unendlichen Puffers ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir die (stationire) VF der
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Wartezeit, die dann mit der Restarbeit zum n-ten Ankunftszeitpunkt iibereinstimmt, eine
Integralgleichung, die sog. ”Lindley-Gleichung” [73]. Diese ist meistens wieder nur durch
Diskretisierung zu 16sen. Es ist zu erwarten, daf der Fall des endlichen Wartespeichers, wenn
er denn formal zu beschreiben ist, auch nur durch Diskretisierung losbar ist, so da$ man
stattdessen wohl besser direkt vom zeitdiskreten System ausgeht. Moglicherweise liefert der
zeitkontinuierliche Ansatz aber Grenzfallaussagen wie in [73].

4.4 Ausblick: Verallgemeinerung auf die Fille
GI/GI/1/N und SMP/GI/1/N

Bei Einfachankiinften liefert die Methode der Restarbeit einen Zugang auch zur Behand-
lung der allgemeineren endlichen Wartesysteme GI/GI/1/N und SMP/GI/1/N. Fiir DF
wird dies im folgenden skizzenhaft erlautert.

Bei deterministischer Bedienzeit ist die Grée der Bedienzeit jedes Kunden im vorhinein
bekannt. Der Ubergang zu beliebigen Bedienzeitverteilungen gelingt, indem man den Ver-
bundprozeB aus der Restarbeit bei der n-ten Ankunft und aus den Bedienzeiten der letzten
N + 1 Kunden, die bis T, das System betreten haben, betrachtet.

4.4.1 Einige Definitionen

1.7 bezeichne die Nummer des - von T, aus gesehen — letzten zugelassenen Kunden, r{m
diejenige des vorletzten usw. In jedem Pfad der Restarbeit bis zum n-ten Ankunftszeitpunkt
sind die Nummern der letzten N + 1 Kunden eindeutig bestimmt. [™ := (rﬁ"’, o I‘S\',‘ll).
Da der (n + 1)-te Kunde erst nach dem n-ten eintreffen kann, ist

n>TM>TM > . >TW.,.

2. Br‘") bezeichne die Bedienzeit desjenigen Kunden, der — von T;, aus betrachtet — als

letztevl" ins System gelangt ist. Br = (Bl.m7 ..., B bezeichne den Vektor der Bedi-
1

By v )
enzeiten der — von T}, aus betrachtet — letzten N +1 zugelassenen Kunden. Der n-te Kunde
wird dabei noch nicht beriicksichtigt. Die Indizes dieser Bedienzeiten sind selbst zuféllig,
so dafl man z.B.

{we@:Bw=p}= U {weQ:B;=p,I" =i} (4.30)

1<i<n—1
und allgemein

{weq: EL(") = ﬁ} = U{w €N:B; = Q,E(") =3} (4.31)

erhilt, wobei i = (41, ...,%in+1) alle hier moglichen Werte annimmt. Z.B.ist n > iy > iy >
... > iy4r- Bein < N sind einige der Indizes 1“5”) nicht definiert. Fiir den stationiren Fall
n — 0o ist das aber ohne Bedeutung. b(3) bezeichne die Bedienzeit-WF.

4.4.2 Restarbeit zum n-ten Ankunftszeitpunkt ohne
Beriicksichtigung der Ankunft

Kennt man die Bedienzeiten — der von T, aus gesehen — letzten N +1 zugelassenen Kunden,
so kann man durch Vergleich des Wertes von U, mit den Bedienzeiten dariiber entscheiden,
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ob das System zu T,, voll ist oder nicht. Es gilt fiir n > N + 2

max([Up_y + Bp_1 — Ap-1, 0]
fir  Up—1 < Bpo-v +...+ Bpe-n
1 N

ma'x[Un—l - An—la 0}
fir U, >1+ Br(n—l) +...+ Br(n-x) .
1 N

Im ersten Fall von (4.32) ist F(I") =n — 1, weil die (n — 1)-te Ankunft zugelassen werden
konnte (Brgn) = B,_; wird addiert). Dann gilt: Fg”) = F(I"_l), . FS{,‘L = FS(,L_I)‘

Im zweiten Fall ist I‘(") < n—1, die (n — 1)-te Ankunft geht verloren, weil die Bedienzeit

B, v noch nicht ganz abgddufen ist, d.h. es sind noch N + 1 Kunden im System und
l"(”) LY. Daher ist

(Bn-1; Bpon-v, -+« Bpa-ny)
1 N
fir U,_; < Brgn—v!) +...+ Br(n—l) s
N
(Bpowy« -+, Brm ) = (4.33)
1 N+1 e ....B e
(BF(I W ’ 1—‘(N+1l))

fir U,y >1+ Br(n—l) +...+ Br(n—l) .
1 N

U, und auch B héngen also nur von U,_; und von Br(n y ab, so daB {( B£<,.)); n e
INy,n > N+ Z} eine MK ist.

4.4.3 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Gesucht werden die Ubergangs-WKTn P{U, = ¢, Bro = BlUn-1 =k s Bre-ny = = v}. Fiir
ihre Bestimmung werden zunichst die Ausdriicke

P{U, = ¢, B _'ﬂ P(n):ﬂUn 1=k Eg:ly _F.(n_l)zi} mit £ >0
betrachtet. Im ersten Fall Fg") =n — 1, d.h. Kunde n — 1 geht nicht verloren, ist
M =n—1AUs=f] < [V =n=1ALD ="V AUp_y + Bpoy + Any = 4],

und es gilt®
P{Uy=¢ B;j=f I'™=jU,y=k By=y L["V=i}=

= P{Un—l +Byy — A= e» ﬁ(n—l,ﬁ) = (ﬂl’j_f_); L(n) = (n - 17&)‘
Ut =k, Bi=7, [V =j} =
=P{A,y=k—L+ [, Bn-14) = (5177_*)7 ™= (n—1,2%)] (4.34)
Un-1=k, B;=1, LD =4},
5 Abkiirzungen: LD = 0V TG = G diven)
’ #L = (r§ | F“”,) *j = (2, ., IN+1)
"r_*=(”n,-~,7~) Jei=0nenin)
(Br, %) = (Brymy -5 IN) (%, in41) = (1, 50Ny iN41)
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Mit {w : By = (B, 7%), L™ =(n - L,ix)}N{w: B; =17, L"V =i} =
={w:Byy=p, By=7, I'"=n-1, I"D=y}

und der Unabhingigkeit von Zwischenankunftszeiten und Bedienzeiten kann Gl. (4.34)
weiter umgeformt werden zu (a(k) bezeichnet die WF der Zwischenankunftszeiten)

alk—£+8)-b(8) - PO =n -1V =k, B;=y, [0D=i}=
=alk— €+ ) b(B), (4.35)

da P{T" =n —1|U,_1 =k, B;=7, L[

II
=
I

N
1 fir0<k<y v
- = N+1

0 fur1+Z~h§k< Zv.,
was Verlulst der (n — 1) ten Ankunft impliziert.
Im zweiten Fall geht der Kunde n — 1 verloren, d.h. I“(ln) < n—1, und mit
M <n-1AU =€ & [[{? <n—1AL® =T" VAU, s - Any = ¢
folgt P{U, =¢, B;=p, I™=j|U, 1=k By=7 L["V=i}=

= P{Up-1 — Apor =€, B;=p, I™ =ilUp_y =k, B;=7, IV =i} =
= P{An-1 =k- E‘Un—l = ky .B.i =7

Insgesamt ergibt sich also

P{U” ={, E(.’il,..,jNﬂ) = (ﬂlv"'aﬁN-H)v e = (jlv---vjN-H.)‘
. U""l = k’ ﬁ(ix ..... ing1) T (711---77N+1)7 F(n_l) = (ilv~-~7iN+l)} =

Licytotyn 1._];=i_‘ . 1&7':& . a(k — {4+ ,31) . b(ﬁl) firji=n-—1
= 1k21+71+“_+,", . li=i . 1g=1 . (l(k - Z) fiir jl <n-—1 (437)
0 sonst.

Mit den Ausdriicken (4.37) kénnen die Ubergangs-WKTn formuliert werden, indem iiber §
und j summiert wird.

P{Un = ea Eg(n) = g, Up1= k)ﬁz(ﬂ—l) = 1} =

S P{U,=¢B,=p,I™ =j,U,, =k, B; =LY

Il
1.
—

I

22 Lkt Linznot - Lojmis - Lup=ne - a(k = £+ B1) - b(B1)-
v P{Up-y = k,B; =~, L0 = i}+ (4.38)
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+ Z Les iyt Ljianot - =i - 1=y - a(k ~ £)-
L) <P{Up1 = kaﬁi =2 E(n_l) =i} . (4.39)

Die erste Summe (4.38) liefert:
DR D VI PRESERY W Lig=qs - a(k — £+ B1) - b(By) -
J1/iN 41 B%%]
'P{Un_] = k’—B"l = ’I,L(n_l) = l} =

= 1k§’h+...+’m ) lﬂ:ﬁ : (l(k -+ ﬂl) : b(ﬂl) )
Y Y P{Unoy =k, By, =y, D™D = i By =y, TETD =iy} =

IN41 i

= 1’¢§Wl+-.-+’m : 1*_11:& : “(k’ -0+ ﬁl) : b(ﬁl) :
o3 P{Unoy = k, Bryo-n) = 7%, Biyy, = e, Toigd) = iva} =

IN41
= Lkcy oty - Lap=gs - a(k = €4 B1) - b(B1) - P{Un—1 = k, Bpa-ny = 7},
die zweite Summe (4.39) ergibt:

Z 1k21+71+,..+'yN ‘ 1i1<nvl : ]-ﬁ:l : (l(k - f) : P{Unfl = ky_Bi =7 L(n_l) = l} =

= 1k21+’71+-»-+71\’ . 12:1 . (L(k - Z) . P{Un__1 = k,ﬁz(n—l) == 1} .

(Nach Definition ist I*™" < n — 1, daher kann 1i,<n—1 entfallen.).

Durch Division ergeben sich schlielich die gesuchten Ubergangs-WKTn fiir £ > 0

P{U,L = [{,ﬁz(m = glUvrl = k’, Br(1\~l) = :Y_} =

= 1k§"fl+-~+’71v : 1*_[1=1: : a’(k —{+ ﬁl) : b(ﬂl) + 1k21+71+u.+'m : lﬂzl : a(k - f)

4.4.4 Transiente Gleichungen
Wie iiblich erhilt man die Zustands-WKTn der MK wie folgt:

Fiir £ > 0:

P{U, = ¢,Brw = (b1, ., Bvi1)} =

Yt
Z Z P{Un:&ﬁz(n) :(ﬁl,...,ﬁN+1)7Un_1 :kyﬁz(n_l) = (’711~'~,’)’N+1)} —
(Y150 YN+1) k=0
M+ +YN

Lip=ys - a(k — £+ B1) - b(B1) - P{Un-1 = k, By = (1, -+ ., Yv1) }
(Vs yN41) k=0

Vit AN
+ > lp=y-alk =€) - P{Up-1 = k, Bp-vy = (11, ..., Wv41)} =
k=141 +...47N

B+ +BN41
=b(B)- Y alk—L€+p) Y P{Usr =k Bro-n = (B, ..., Bver, 1)} +

k=0 IN+1
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Br+...+BN+1
+ S alk=0P{Un1=k,Bren = (Bi,-- -, Bn41)} -

k=1+p1+..4+6n
Mit den Abkiirzungen un—1(k,B1,--.,Bn+41) = P{Un-1 = k, Brew-n = (Br,- -, Br1)}
erhilt man fiir alle geméB b(8) moglichen By, ..., Ayp1und 1< €< B+ ...+ By

un(£7ﬁl: RN} ,BN+1) =

Bo+..+BN+1
bB) - Y. alk—C+pB) Y una(k Be - Brar, IN41)+
k=0 IN+1
Bi+..+BN41
+ > a(k =€) - up_1(k, Br,- ., By4) - (4.40)

k=1+B1+.. 4N
Die fehlenden Gleichungen fiir £ = 0 ergeben sich aus der Beziehung

Bi+...+BN+1

S ta(k,Brye o By) = 0(B1) - b(Brg)- (4.41)

k=0
Sie 148t sich folgendermafien begriinden: Bei N Wartepldtzen ist 0 < Up < Bi+...+Bns1-
Es bleibt zu zeigen
P{Bpw = 8} = b(B1) - ... - b(Bn41)-
Ausgeschrieben heifit das P{Bpw = B} =

Z P{Bi, =1, Binsr = Brsr, IV =ity T = i} (4.42)

AN 41

Der letzte Ausdruck kann mit folgenden Argumenten weiter umgeformt werden:

e Die Bedienzeiten sind voneinander und von allen anderen ZVn unabhéngig.

o Die Zulassung des Kunden T’ ,\7 +1 kdnn nur durch die Nummern und Bedienzeiten von

'Kunden, die vor‘dem Kunden re N +1 zugelassen wurden, beeinflut werden, nicht aber
von den Nummern und Bedienzeiten spiter zugelassener Kunden (diese haben die
Nummern T, ..., T{™).

o Die Bedienzeiten sind im strengen Sinne stationdr, d.h. ihre WFn sind unabhéngig
von ihren Indizes.
Die Umformung ergibt aus Gl. (4.42):
b(Bn1) - > P{Bi, = B, Biy = B, T =iy, T,y =i} =

15N 41

b(Bn41) - Z P{B;, = p,-, Biy = B, I = 1.1’"7[\5\1;) =iyn} .

.....

Dieselben Argumente gelten auch fiir
S P{By=p,.-..,Biy = By, T =i1,---,[‘§s’;) =iy}
i1eniN
und die sukzessiv verkleinerten Ausdriicke, so daf die Behauptung folgt.
Im stationdren Fall n — oo werden die Unbekannten u,_1(k, 1, .-, Bn+1) =

un(k, By, . .., Bn41) unabhingig von n, und es ergibt sich ein System linearer Gleichungen
in diesen Unbekannten.
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4.4.5 Wabhrscheinlichkeitsfunktion der Belegung
P{Ln = 0} = Zun(07ﬁ17 cee ,ﬁN+1)
8

B

P{Ln = 1} = Zzun(ey B, nﬁN-(v-l)

B =1

B Bi+-+pi
P{Ln:Z}:Z Z un(&ﬂlv--wﬁN%-l)w ZSlSNJ’_]-

B £=1+p1++Bi-1
> bedeutet dabei die Summation iiber alle moglichen Vektoren 8 = (fi, ..., By41). Diese
haben als Komponenten Werte 3;, 1 <4 < N +1, die nach der vorgegebenen WF b(3) der
Bedienzeit mit positiver WKT auftreten.

4.4.6 Wahrscheinlichkeitsfunktion der Wartezeit

S ecpirtpn - unlly By Bysr)
P{W = {] kein Verlust} = 2

BrL+..+BNn

Z “n(ev/317~~-aﬁ1\7+1)
B =0
4.4.7 Semi-Markovscher Eingabeprozef3

Durch &hnliches Vorgehen, das formal allerdings noch uniibersichtlicher ist, erhilt man fiir
einen Semi-Markovschen Eingabeproze mit SM-Kern q(k) und Zustandsraum IE mit der
Abkiirzung u,_1(k,4, 81, . .., Bvs1) == P{Up—1 = k, Spn—1 =4, Bpo-n = (81, ..., By1)} fiir
JEIE, Bi,...,Bvs und €>0 N

un(&.jv ﬁlv ce »ﬁNH) =

Bot..+BN+1

bB) - > S ak =481 Y una(kyi, By Burs, YNg1)
k=0 i€lE IN+1
Bt +BN41
+ > > ik =€) - un_1(k,%, B, - . ., Bsr) (4.43)

k=1+4p1+...48y i€E

und (¢ = 0 représentierend)

Bt ABn 41

Un(k, 4, 81, Bvr) = Py b(61) - ... - b(Bns) - (4.44)

k=0

Zwar kann man die Zustands-WKTn auch allein aus den Ubergangs-WKTn bestimmen
(mittels Grassmann-Algorithmus bei vorgegebener Ubergangsmatrix). Doch ist wegen der
Vielfachindizierung der Unbekannten eine Blockmatrizendarstellung der Ubergangsmatrix
duflerst uniibersichtlich.

4.4.8 Diskussion der Ergebnisse

Mittels der obigen Gleichungssysteme kénnen fiir die endlichen zeitdiskreten Wartesysteme
vom Typ GI/GI/1/N und SMP/GI/1/N WFn der Belegung und der Wartezeit in dhnlicher
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Weise berechnet werden, wie es fiir das SMPX]/D/1/N-System schon dargestellt wurde.
Dabei wichst allerdings die Anzahl der Unbekannten gewaltig. Der Anstieg der Anzahl
wird hauptsichlich durch die Anzahl Cg derjenigen Bedienzeiten bestimmt, die mit positiver
WKT auftreten konnen. Schon im GI/GI/1/N-Fall hat man ¥45(1 4+ 61 + ... + fy41) >
(Cs)N*! Unbekannte®; bei Semi-Markovschem Eingabeprozef ist diese Zahl nochmals um
die Anzahl der Zusténde des Eingabeprozesses multiplikativ héher.

Von praktischem Nutzen sind die obigen Verfahren somit nur fiir kleine N und Cg. Fiir
Cs = 1 erhilt man dieselben Gleichungen wie fiir das SMP/D/1/N-Wartesystem [51].

Validierung Eine Validierung der Gleichungen (sowohl fiir Erneuerungs- als auch fiir
Semi-Markov-Eingabeproze8) ist moglich mittels des DMAP/G/1/N-Wartesystems, s. Ka-
pitel 5. Durch geeignete Wahl der Matrizen C und D kann nach [13] ein beliebiger Er-
neuerungsprozef§ mit vorgegebener maximaler Zwischenankunftszeit durch einen DMAP re-
prisentiert werden. Fiir kleine N und Cs wurde fiir die WF der Belegung nach Abschnitt
4.4.5 genauso gute Ubereinstimmung gefunden wie fiir SMP®1/D/1/N und DBMAP/G/1/N,
s. Kapitel 7. Dazu wurde das Gleichungslésungstool des MAPLE-Programmpaketes’ einge-
setzt.

Verwendet man mit geeignetem DMAP das DMAP/G/1/N-Modell zur Behandlung des
GI/GI/1/N-Systems, so bestimmt der maximal mogliche Wert der Zwischenankunftszei-
ten im wesentlichen die Anzahl der Gleichungen (und zwar linear), wihrend es bei der
Methode der Restarbeit die Anzahl der Bedienzeiten ist, die mit positiver WKT auftreten
(dann aber exponentiell).

Da die Bedienzeiten aller wartenden Kunden bei der Methode der Restarbeit bekannt sind,
diirfte das Verfahren auch fiir die SPT-Strategie (shortest processing time first) geeignet
sein. Dies bleibt zukiinftigen Untersuchungen vorbehalten.

SEsist 0 <k < By + ...+ B4 fiir jeden Vektor g = (B1,...,BN+1)-
TMAPLE ist ein eingetragenes Warenzeichen der WATERLOO MAPLE SOFTWARE.
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5 Zeitdiskrete Systeme vom
M/G/1-Typ

Eine bekannte Analysemethode fiir das M/G/1-Wartesystem zu Abgangszeiten nutzt die
Eigenschaft des Eingabeprozesses aus, dafl der zugehdrige Zahlprozef (der Poisson-ProzeB)
als Markov-Prozef aufgefafit werden kann [20], p. 235. Die Losungsmethode 148t sich auf an-
dere Eingabeprozesse mit Markovschem ZihlprozeB iibertragen. Fiir diese erweiterte Grup-
pe von Wartesystemen, deren Eingabeproze ”Markovian Arrival Process” (kurz: MAP)
genannt wird, hat sich die Bezeichnung ”Wartesystem vom M/G/1-Typ” etabliert. Die
(meist mehr interessierenden) Wartesystemgrofen zu Ankunftszeitpunkten werden durch
eine Transformation aus denjenigen zu Abgangszeitpunkten gewonnen. Die Untersuchung
der allgemeinen Gruppe der M/G/1-Typ-Wartesysteme wurde von Neuts [85, 86] initi-
iert und von Ramaswami [96, 97] und Lucantoni [75, 76] fiir zeitkontinuierliche unendliche
Systeme verfeinert. Blondia {6, 7] behandelt den Fall eines endlichen zeitkontinuierlichen
Systems.

Nachfolgend werden die zugehérigen zeitdiskreten Systeme analysiert. Infolge der beiden
Zulassungsregeln AF und DF geht der zeitdiskrete Fall nicht einfach durch ” Diskretisie-
rung” aus dem zeitkontinuierlichen hervor.

5.1 Das zeitdiskrete DBMAP/G/1/N-Wartesystem

Wie im letzten Kapitel wird die FIFO-Strategie angenommen. Der Wartespeicher hat N
Plitze, d.h. die Gesamtkapazitit einschliefllich Bediener betrigt N + 1. Die Zwischenan-
kunftszeiten werden von einem DBMAP' erzeugt. Die (positiven) Bedienzeiten sind sto-
chastisch unabhéngig und identisch verteilt, ihre WF wird mit h(t) bezeichnet. Da eine
beliebige Bedienzeitverteilung vorausgesetzt werden kann, wird auch der Fall einer deter-
ministischen Bedienzeit behandelbar, die grofer ist als die Zeiteinheit. Letzteres wird zur
Modellierung eines ATM-Konzentrators erforderlich, wenn die Ausgangsbitrate kleiner ist
als diejenige am Eingang. Diese Situation tritt auf in der Teilnehmervermittlungsstelle des
Empféngers, wo die Bitrate von 600 Mbit/s auf 150 Mbit/s abfillt.

Im Falle des M/G/1/N-Systems bildet der SP der Belegung zu Abgangszeitpunkten be-
kanntlich einen Markov-Erneuerungsprozel (MEP) ([20], p. 317), weil infolge des Poisson-
Eingabeprozesses die WKT fiir & Ankiinfte in einem Intervall der Linge 7 nur von
abhéngt. Der Zustandsraum des MEP entspricht der Menge der Belegungswerte, die Zeit-
ZVn reprisentieren die Abgangszeitpunkte.

Beim ZahlprozeB des DBMAP hingt die WKT fiir & Ankiinfte in einem Zeitintervall der
Lénge 7 von 7 und den Phasen des DBMAP zu Beginn und am Ende des Intervalls ab,
s. Gl (3.42). Da die Phasen eine MK bilden, ergibt sich wiederum ein MEP fiir den Ver-
bundprozef von Belegung (des Wartesystems) und Phase (des Eingabeprozesses) zu Ab-
gangszeitpunkten. Dieser MEP ist zu Abgangszeitpunkten eingebettet, da der Belegungs-
zustand des Wartesystems sich zwischen zwei Abgingen durch weitere Ankiinfte indern

" Discrete Batch Markovian Arrival Process”, wie in Abschnitt 3.4 erldutert.



62 Zeitdiskrete Systeme vom M/G/1-Typ

kann. Der resultierende SM-Kern q(t) ist vom M/G/1-Typ [86], d.h. er bildet eine obere
Block- Hessenberg-Matrix®. Die Matrixeintrage® [[ﬁ(t)]kg]i, bezeichnen die WKT, daf§ unter
der Bedingung, daf§ ein Abgang bei Phase i des Eingab]eprozesses k Kunden im System
zuriicklift, der nichste Abgang t Zeiteinheiten spéter geschieht, der Eingabeprozef dann
in Phase j weilt und der Abgang ¢ Kunden im System zuriicklafit. Die Ubergangsmatrix
der eingebetteten MK des MEP wird mit

00

=>_q(t) (5.1)

t=1

bezeichnet. Mit ihrer stationiren Losung kénnen die WFn der Belegung zu beliebigen Zeit-
punkten und zu Ankunftszeitpunkten bestimmt werden und damit die Verlust-WKT. Au-
Berdem charakterisiert der MEP den Abgangsproze8, d.h. den SP der Zwischenabgangs-
zeiten vollstindig. Die Berechnung von Verbund-WFn der Zwischenabgangszeiten erfolgt
mittels bekannter Methoden der Semi-Markov-Prozesse an Hand von Gl. (3.13).

Zunichst wird der Abgangsprozef fir AF und DF analysiert, um dann, ausgehend von
der Belegung zu Abgangszeiten, zu Ausdriicken fiir die Belegung zu beliebigen Zeitpunk-
ten und schlieBlich zu Ankunftszeitpunkten zu gelangen. Hierbei wird nur der stationére
Fall beriicksichtigt. Geschlossene Ausdriicke fiir die transiente Situation scheinen mit dieser
Methode unméglich zu sein, s. Abschnitt 5.1.4.

5.1.1 Der zu Abgangszeitpunkten eingebettete Markov-
Erneuerungsprozef

Sowohl fiir AF als auch fiir DF bedeutet die Sprechweise ”der Abgang hinterlafit k¥ Kunden
im System”, daB unmittelbar nach dem Abgang die Belegung des Systems den Wert & hat,
wobei eine Ankunft, die gleichzeitig mit dem Abgang stattfindet, bei AF und DF darin
mitberiicksichtigt ist. Die MEP fiir AF bzw. DF sind verschieden. Bei AF kann ein Abgang
hochstens N Kunden im System zuriicklassen, wie es auch fiir den zeitkontinuierlichen Fall
zutrifft, denn dort treten Ankiinfte und Abginge nur mit WKT Null gleichzeitig auf. Bei
DF hinterlé8it ein Abgang ein volles System (d.h. Belegung N + 1) genau dann, wenn ei-
ne Ankunft gleichzeitig mit diesem Abgang stattfindet und diese Ankunft das System voll
macht.

Abb. 5.1 verdeutlicht die Entwicklung des Wartesystems mittels der Restarbeit. Wie in
Abschnitt 4.1.1 erldutert, kann bei DF die Restarbeit U(t) durch rechtsseitig stetige Trep-
penfunktionen beschrieben werden, wihrend sie fiir AF linksseitig stetig sind. Ein Pfad von
U(t) wird wie folgt konstruiert: Beim n-ten Ankunftszeitpunkt T, entscheidet die Belegung
ohne Beriicksichtigung der Ankunft iiber die Zulassung des ankommenden Kunden. Wird
der Kunde zugelassen, so springt die Restarbeit bei 7}, um die Bedienzeit des Kunden. Geht
der Kunde verloren, so bleibt die Restarbeit mit Beriicksichtigung der Ankunft unverédndert
gegeniiber derjenigen ohne Beriicksichtigung der Ankunft. Die hierfiir notige Formalisie-
rung findet sich in Abschnitt 4.1.1. Sie ist hier nicht erforderlich, weil die Beschreibung
des Systems sich (an dieser Stelle) auf Abgangszeitpunkte beschrénkt, wofiir die Belegung
ausreicht.

2Bei einer oberen Hessenberg-Matrix (h;;) ist hi; = 0 fiir ¢ > j+1[39], p. 153, bei der Block-Hessenberg-
Matrix gilt die entsprechende Beziehung hinsichtlich der Untermatrizen.

3mit Bezug auf Abb. 5.2 bzw. 5.3; die innere Klammer bezieht sich auf die k-te Hauptzeile und #-te
Hauptspalte, die duBere auf die i-te Zeile und j-te Spalte der jeweiligen Teilmatrix
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L ¥l
\ o DF
u(t) o o0 rechtsseitig
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Abb. 5.1 Pfade der Restarbeit U(t) fir AF und DF: Der bei Ty ankommende Kunde geht
bei AF wverloren, weil er noch den Kunden antrifft, der bei T das System betreten hat und
es bei Ty wieder verldfst.

5.1.1.1 Arrival First

Fiir AF ergibt sich ein SM-Kern q(¢) dhnlich demjenigen des zeitkontinuierlichen Systems,
s. Abb. 5.2. Als Untermatrizen treten auf

e Ay(t), wobei [A(t)];; die (bedingte) WKT bedeutet, daf§ unter der Bedingung ei-
nes Abgangs, der das System nicht leer hinterldfit und bei dem der Eingabeprozef}
in Phase 7 weilt, in der folgenden t Zeiteinheiten dauernden Bedienzeit & Kunden
ankommen und der Eingabeproze§ beim néchsten Abgang sich in Phase j befindet.
Der Bedienprozef ist von allem anderen unabhangig, daher gilt A(t) = P(k, t)h(t).
Fir P(k,t) vgl. Abschnitt 3.4.2.

e B, (1), wobei [B(t)];; die (bedingte) WKT bedeutet, dal unter der Bedingung eines
Abgangs, der das System leer verlafit und bei dem der EingabeprozeS in Phase 4
weilt, der ndchste Abgang nach t Zeiteinheiten stattfindet, in der Bedienzeit, die dann
abgelaufen ist, £ Kunden angekommen sind und der Eingabeproze8 sich zu diesem
Abgangszeitpunkt in Phase j befindet. Die Zeit ¢ beinhaltet also immer genau eine
Freiperiode* und die erste Bedienzeit einer Betriebsperiode®. Man erhilt

k+1 ¢
Bi(t) = > S Dy 'DyP(k—w+1,¢ — v)h(t —v) =
w=1wv=1
k1t
= Z Z Dy Dy Ag_yii(t — v) .
w=1v=1

Begriindung: Jeder Abgangszeitpunkt ist fiir den EingabeprozeB eine Stoppzeit. Nach
einem Abgang, der eine Betriebsperiode beendet, mufl wenigstens eine Zeiteinheit

tengl.: idle period.
Sengl.: busy period.
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Bo(t) Bi(t) Ba®) - Bx(t) 3 Bult)
k=N
Ao(t) As(t) Ag(t) -+ Ana(t) D Ax()
k=N
B 0 Ap(t) Ay(t) - Anoa(t) D Ax(t)
at) = : k=N-1
0 0 A(2) Ans(t) Y Ax(t)
k=N-2
0 0 0 - A i Arlt)

Abb. 5.2 Der Semi-Markov-Kern q(t) fir AF.

verstreichen, bis der niichste w-Batch ankommt (Dy~'D,, v > 1), andernfalls wire
die Betriebsperiode noch nicht abgeschlossen. Innerhalb der Bedienzeit des ersten
zugelassenen Kunden des w-Batch, die t — v Zeiteinheiten dauert, miissen weitere
k —w +1 Kunden ankommen, damit innerhalb dieser Bedienzeit (nach Abzug des bei
Ablauf dieser Bedienzeit abgehenden Kunden) insgesamt k& Ankiinfte gezihlt werden.

Die Ubergangsmatrix q der dem MEP eingebetteten MK setzt sich zusammen aus den
Blockmatrizen

Bi:=Y By(t) und Ay:= STAR), k>0,

t=1 t=1

wobei folgende Beziehung besteht

k+1 oo k
Z Z Dy~ D, ZAk wii(t —v) = (I=Dg)™" Z Duy1Agw - (5.2)
w=1v=1 w=0

Gl. (5.2) ergibt sich, wie folgt: -8, Ag—wi1(t — v) = T2, Ag_yi1(t — v). Wenn By, fiir
eine Summationsreihenfolge konvergiert, so nach dem groflen Umordnungssatz [14], p.129,
auch fiir jede Umordnung der Reihenfolge, da nur nicht-negative Summanden auftreten, also
absolute Konvergenz vorliegt. Insbesondere kann die Summation iiber ¢ und v, w vertauscht
werden. Mit S220, Ag_yi1(t—0) = 352, Ag—wi1(t) = Agyq fiir alle v > 0 folgt Gl (5.2).

5.1.1.2 Departui'e First

Der Besonderheit bei DF, daf das System nach einem Abgang voll sein kann, wird durch
Zerlegungen

Ap(t) = AL(t) + AL(t) und Byg(t) = By(t) + Bi(2) (5.3)

Rechnung getragen. Dabei beziehen sich A} (t) und B} (¢) auf den Fall, daf keine der Ankiinf-
te innerhalb der Bedienzeit gleichzeitig mit dem Abgang bei Ablauf der Bedienzeit statt-
findet. A}(t) und Bj(t) reprisentieren die Situation, dafl wenigstens eine der Ankiinfte
gleichzeitig mit dem Abgang auftritt. Formal heifit das (kK > 0):

AL(t) := P(k, t — 1)Doh(t), (5.4)
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Bo(t) Bi(t) By(t) -+ By_1(t) By(t) —i—iB}c(t) iBZ(t)

k= N+1 k;N+l
Ao(t) Ai(t) As(t) -+ Ans(t) ZA DAL
k= N+1 k;N%-l

0 Ag(t) Ai(t) -+ An—a(t) Anl Z ALt Z Ak(t)

G0=| 0 0 Ao - Awl® Awal)+ AL DALY
k=N-1 k=N-1
0 0 0 - A iAm S AL
k=2 k=2
0 0 0 0 A)+S ALY DALY
k=1 k=1

Abb. 5.3 Der Semi-Markov-Kern q(t) fur DF.

k
Al(t) = S Pk —pt — )D,h(t),  Al(t) =0, (5.5)
=1
k+1 t
BL(t) Z Z Dy~ 'D,, ;c~w+l(t —v), (5.6)
w=1v=1
k+1 t
Bi(t):= 3 3 Dy 'DuA{_,p(t —v). (5.7)

w=1v=1

Der SM-Kern ist in Abb. 5.3 dargestellt. Die Ubergangsmatrix der eingebetteten MK
enthilt neben den oben fiir AF definierten Untermatrizen By und A zusétzlich noch

o] 00 00 00
Al =3 AL), AL=3 A1), B =3 Bi(t), By=> Bi(t) (5:8)
t=1 t=1

t=1

mit den der Gl. (5.2) dhnlichen Verkniipfungen:

B, = (I1— D)~ Z D,.1A,_, und (5.9)
w=0
k

B/ =(I-Dg) 'Y DyuAl, . (5.10)
. w=0

Die Berechnung der Matrizen Ay, A} erfolgt iiber Gl. (3.43), A} ist durch Ay = A} + A}
bestimmt und die anderen Matrizen ergeben sich dann aus (5.2), (5.9), (5.10).

Stationdre Zustandswahrscheinlichkeiten Zur Bestimmung der stationiren WKTn
[z}, T=0,1,..., N[, N+1 fiir DF], da8 ein Abgang r Kunden im System hinterla8t und
sich der Eingabeprozef in Phase i befindet, wurden die Algorithmen aus [43, 70] verwendet,
s. Abschnitt 7.8. Diese direkten Verfahren arbeiten nur mit der Ubergangsmatrix.

Mit x := (2,...,2y) fir AF und x := (y,...,2Zn,Zy41) fiir DF erhilt man aus der
Matrixgleichung xq = x:
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AF:
r+1
z,=zBr + Y zAr fiir 0<r<N-1, (5.11)
=1
<) N 00
In=2Zp ) Be+y z . A (5.12)
k=N (=1 k=N+1-¢
DF:
r+1
z, = zoB, + ZQATH—I fir 0<r<N-1, (5.13)
=1
00 N+1 )
Iy I =0 ) Bet+doa Y Ay (5.14)
k=N =1  k=N+1-£
und
00 N+1 00
Iy =20y Bi+ Yz Y, Af. (5.15)
k=N+1 £=1  k=N+2-¢

5.1.2 Charakterisierung des Abgangsprozesses

Mit dem SM-Kern q(t) kénnen (Verbund-)WFn der Zwischenabgangszeiten E, nach Gl
(3.13) berechnet werden. Da x die stationdre Losung der eingebetteten MK ist, sind die
Verbund-WFn ebenfalls stationir, also invariant gegen eine beliebige Indexverschiebung.

P{En:tn,~--1En+u:tn+u}:2§' Hq(tn+u)'§v v=0,1,2,... (516)
pu=0

mit e = (1,1...,1)7, m- (N +1) bzw. m - (N + 2) Komponenten fiir AF bzw. DF und
X = (£01 s N, [£N+I])‘
5.1.2.1 WFn der Zwischenabgangszeiten

Fiir den Fall der deterministischen Bedienzeit werden explizit die WF sowie die Verbund-
WFn erster und zweiter Ordnung angegeben, da letztere zur Berechnung des lokalen Kor-
relationskoeffizienten (erster und zweiter Ordnung) der Zwischenabgangszeiten bendtigt
werden, um damit den Abgangsproze} durch einen SSMP(2) zu approximieren [30].

ft)=P{E, =t} =x-q(t)-e
Verbund-WF ”erster Ordnung”

filt t") = P{E, =t B =t"} =x-q(t')q(t") - e
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Verbund-WF ”zweiter Ordnung”
Lt t") = P{By =t Epa = t"} = x- q(t')qq(t") -
Im Anhang A.3 sind die Ausdriicke q(t) - e, q(t1)q(t2) - € und q(t;)qq(tz) - e fiir den allge-

meinen Fall einschlieflich der WFn f, f; und f, berechnet. Im deterministischen Fall erhilt
man:

F() = Ls1sp 205 (1= Do)e + Liop (1 - zoe) (5.17)

filti,ta) = 15140 [1:221+1) &oDal_(l+D)D1D62_1(I —Dy)e
+14,=p 2,D5 /(1 - Dy — D, DY)e]
+1y=p [1t221+D £, D¥ (I - Dy)e+ Lyy=p (1 — zoe — QID(L,)_e_)] (5.18)
und
fa(ti,ta) = 15140 [1t221+1) 2,0y "Y' H DRI - Dy)e
+1p,-p 2Dy PV (1 - D, - Hng))Q]
+14,=p [Los14p (2,H + 2,D2)DE (I — Do)e
+lu=p (1 - zoe — z,H,Dfe — 2,DF e)| (5.19)
mit den Hilfsausdriicken
H, = D,DJ(I - Dy)"'D, + D,A,(D) + D,D? ,
H, =DJ(I-D,)'D, + A(D) .
5.1.2.2 Geschlossene Ausdriicke fiir Mittelwert, Varianz und Kovarianz der
Zwischenabgangszeiten

Zur Berechnung des Mittelwertes und der Varianz wird x-q(t) -e benétigt, fiir die Kovarianz
Cov[Ey, B, 1] zusitzlich x - q(t1)q(t2) - e. Die Ausdriicke fiir AF und DF unterscheiden sich
nur darin, dafl bei DF die Summationen bis N + 1 laufen, bei AF dagegen nur bis N. Der
Mittelwert E* = E[E,] heifit in [86] "fundamental mean of the MEP”, weil er im Grenz-
wertsatz Gl. (3.72) und damit in den im folgenden Hilfssatz 7 berechneten Grenzwerten
auftritt. In den nachfolgenden Formeln bedeuten

hy:=Y2,th(t) und hy:=Y2, t2h(t).

N fir AF
M“{N+1 fiir DF

00 ) M 00
B = ElB] =Yt [zo LB e+ (L) 3 Al g} = 2,(I- D) e +Fy (5.20)

=1 k=0
Var[E,] = hy — (E*)? + 10[251 (I-Dg) ' +2(I-Dy) 21— Do)—l]g (5.21)
Cov[Ey, Epii] = [QO(I — Do) ?Dy Ao+

# (21— Do) Dy + 1) 3 thoft) - Pz -(1-Do) e (522

t=1
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5.1.2.3 Hohere Momente der Zwischenabgangszeiten

[ p—-1 oo
M[E#] = ZtﬂP{En = f} = Eﬂ + Zg Z 71—5 (g) Z ’U”iEDg“l(I - Do)g
t=1 £=0

v=1

mit h, = Y2, t#h(t), p € N. T2, v*Dy erhilt man nach [13] aus

e o)
S k(k—1)(k—2)--(k—n+1)Df™" = nl(I— Do) "D
k=1

5.1.3 Die Belegung zu einem endlichen Zeitpunkt ¢ nach einem
Abgang zum Zeitpunkt 0

Um von (stationidren) Abgangszeitpunkten auf (stationdre) Ankunftszeitpunkte transfor-
mieren zu kénnen, bendtigt man zunéchst die Belegung zu einem beliebigen Zeitpunkt im
stationdren Fall, d.h. ¢ — co. Diese erhilt man durch Grenziibergang aus der nachfolgend
betrachteten Belegung zu ¢ < oo.

Wie am Beispiel des M/G /1-Wartesystems in [86] erlautert, wird der Ausdruck

2 (t) := P{Belegung bei ¢ ist r, S(t) = j unter der Bedingung eines
Abgangs bei 0, der k¥ Kunden im System hinterla8t, und S(0) = 4}

ausgewertet. Die Belegung bei ¢ beinhaltet schon Ankiinfte oder Abgénge, die bei ¢ stattfin-
den; t kann Ankunftszeitpunkt, Abgangszeitpunkt, Ankunfts- und Abgangszeitpunkt gleich-
zeitig oder keines davon sein. _

Die nachfolgenden Ausdriicke fiir y;’.(t) erhélt man, indem der letzte Abgangszeitpunkt
u vor dem Beobachtungszeitpunkt ¢ betrachtet und u = t zugelassen wird. Der SM-Kern
beriicksichtigt Ankiinfte, die gleichzeitig mit dem Abgang stattfinden, so daf} fiir ¢ = u in
yff,(t) eine Ankunft gleichzeitig mit einem Abgang, wie auch ein alleiniger Abgang schon
beriicksichtigt sind. Daher braucht fiir ¢t > u ein Abgang zu ¢ nicht betrachtet zu werden.
In den Formeln (5.23), (5.24) und (5.25) ist das beriicksichtigt durch die komplementaren
Verteilungsfunktionen H¢(t) der Bedienzeit und Summation von u bis ¢. Ein nicht-leeres
System bei ¢ kann in zwei disjunkten Fillen zustandekommen, s. Abb. 5.4 und (86], pp. 24ff
(dort fiir M/G/1):

a) t fillt in die erste Bedienzeit einer Betriebsperiode, d.h. bei u ist das System leer verlas-
sen worden (das impliziert ¢ > u),

b) ¢ fillt in die zweite oder eine spitere Bedienzeit einer Betriebsperiode, d.h. bei u wird
das System nicht leer verlassen.

Weiter wird die WKT benétigt, daff unter der Bedingung eines Abgangs bei 0, der & Kun-
den zuriickldft und bei dem der Eingabeprozef in Phase 7 weilt, ein Abgang bei u dann £
Kunden hinterliat und der Eingabeprozef sich bei u in Phase j befindet. Diese WKT ist
durch die der Markov-Erneuerungsfunktion (3.70) zugeordnete WF

Faw) = [ Bke |, F(0) = Lezelizy
gegeben, die tiber
t
B(t) = av()
n=1

mit dem SM-Kern q(t) verkniipft ist. Dabei bedeutet n* die n-fache Matrixfaltung, s. Gl.
(3.69)). Unter Beriicksichtigung der (erweiterten) Markoveigenschaft (3.29) fiir den DBMAP
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a) —<leers b) < nicht leer — t . Ankunft
U U+ v t U t
|
| | : A Y
Zeit Zeit : Abgang

! t

Abb. 5.4 Zwei disjunkte Fille fir eine Belegung r > 0 bei t.

P

erhilt man nun die gesuchten Ausdriicke fiir yi7 (¢).

Firr=0:
vib(t) = > Z’% JPOt-w)] (5.23)
j'€F u=0 73
firl<r<N:

vty =3 Z Pl Z Z [D(‘j"lDwP(r—w,t—u—v)H"(t—u—v)] L+

J'€F u=0 v=1w=1 77

+ 3 ZZW [P -6t —wH(t —w)] (5.24)

J'EE u=0 t=1 77

und firr =N +1:

t—u bmaz %)
?/k ven(t) = 3 Z HODID I [D3~1D1UP(7"17’3 —u—v)H(t—u— U)] Lt
J'€E u=0 v=1w=1r'=N+1l-w 77
t M , 00
+ Y Xy iw Y [POht-wH(t-u)] (5.25)
J'E€E u=0 =1 r=N+1-£ 77

5.1.4 Die Belegung bei beliebigem Zeitpunkt ¢t — oo im
stationiren Fall

Fiir die Bildung des Grenzwertes t — oo wird der Grenzwertsatz fiir zeitdiskrete Markov-
Erneuerungsprozesse Gl. (3.72) benétigt. Die Grenzwerte hiingen nicht mehr von & und %
ab, daher wird [y |; := lim;_,o y;.(t) definiert.

Fiir die Konvergenz der Reihe 52, D§ = (I — Do) ™! vgl. [41].

Hilfssatz 7 Sei H%(t) := 1 — H(t) die komplementire Verteilungsfunktion der Bedienzeit,
M =N fir AF und M = N+1 fiir DF. Die stationdre WKT[y li» daf zu einem beliebigen®
Zeitpunkt v Kunden im System sind und der Eingabeprozef sich in Phase i befindet, ist
folgendermaflen mit dem Vektor x = (zq, 2y, ...,z,) der stationiren Belequngs-WKTn zu
Abgangszeitpunkten verkniipft:

1
Yp = Frto(I—Do)7", (5.26)

6 Beliebig heifit: Ankunftszeitpunkt, Abgangszeitpunkt, Ankunfts- und Abgangszeitpunkt oder keines
davon.
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firl<r<N

r

Mz

[(%1 Do) 'D; +z) Y. P(r — £,0)H(0)| , (5.27)

IS
E’IH

=1 o=0

I}

M 00 00
b = 3 L@ Do) "Devz) S LG

r'=N+1-¢ o=0

1

+—z(I — Do)~ Z D, Z ZPr o)H (o) . (5.28)
E w=M+1 r'=N+l-w o=0

Beweis: Durch Anwenden von Gl (3.72) auf die Gln. (5.23), (5.24), (5.25). Z.B. ist fiir
7 =0 in der Notation des Grenzwertsatzes Gl. (3.72) g; (k) = [P(0, k)], fir jedes j. ~ O

Bemerkung: Fiir transiente Ausdriicke konnte man von einem leeren System bei 0 aus-
gehen und von da die Belegungs-WKTn zum Zeitpunkt ¢ < oo formulieren. Da dann kein
Grenziibergang ¢t — oo erfolgt, verschwindet der fiir jedes u sehr komplexe Ausdruck 7 (u)
nicht mehr. Kompakte geschlossene Ausdriicke fiir den transienten Fall scheinen daher nicht
moglich.

Mit den folgenden Identitéiten

r+1—¢
ZP k Z 0' r+l—-k = Z P —1 U DT+2_g,k fiir r > ¢ s (529)
k=1

P(r,0)(I - Dy) — Z P(r' —1,0)D, 1 =P(r,0) = P(r,o +1) fiirr>1, (5.30)

r’'=1

ST P(r,0) = P(r,0 + 1)]H(0) = 1;= - I - A, fiirr >0 (5.31)
o=0
erhilt man einen einfachen Zusammenhang zwischen y | und y,,..., ¥, fir0<r<N-1,

der demjenigen im kontinuierlichen Fall dhnelt ([75], dort allerdings fiir N = oo).
Hilfssatz 8 Fir 0 <r < N —1 gilt

1 -
yr+1 = E* _7.+1 + Zy r4+1—k I Do) 1 . : (532)

Zusammen mait

M=

Iy =L~ 2.4, (5.33)

r=0

kénnen die Vektoren y.,0<r < N + 1 rekursiv mittels T Y0 < r' < r—1 und dem
stationdren Phasenvektor m des DBMAP berechnet werden.



5.1 Das zeitdiskrete DBMAP/G/1/N-Wartesystem 71

Beweis: E* - [ﬂrﬂ (I-Dy) - Zyk r+1- k] =
r+1

=" [zo(1 — Do) "Dy + 2 P(r+1—¢,0)H)(I - D)

1 o=0

+

~
1]

r

k
=33 [m(1 - Do) 'Dy + 2] Z P(k — €,0)H(0)Dys1—k — zo(I = Do) "'Dyyy =

k=1¢=1

(unter Beriicksichtigung der Tatsache, da§ die zweite Summation iiber £ bis r+1 ausgedehnt
werden kann, und der Gln. (5.29), (5.30) und (5.31))

r+1
= Z[ﬁU(I - DO)_IDl + i(’] : [1l=r+11 - Ar+1‘£] - _JE()(I - Do)_lDr_H =
=1

(und mit (5.11) fiir AF und (5.13) fiir DF)

r+1 .
== Z Zy(I— DO) 1Dl+1Ar e Z_eAr 41t Ty = Loy —
£=0 £=1

Summation iber alle moglichen Belegungswerte zu beliebigen Zeitpunkten liefert den sta-
tiondren Phasenvektor, d.h. Gl. (5.33). o

5.1.5 Belegung zu Ankunftszeitpunkten

Unter der Belegung zu einem Ankunftszeitpunkt wird hier die Belegung verstanden, die
eine Ankunft "sieht”, d.h. ohne da8 sie selbst mitberticksichtigt wird. Dieser Belegungswert
entscheidet iiber die Zulassung oder Ablehung der Ankunft. Als eine Ankunft wird hier ein
w-Batch betrachtet. Bei Uberlagerung von zwei Stromen wie in Kapitel 6 werden andere
Ankunftsereignisse notwendig, etwa die Ereignisse, daf§ ein Strom allein oder beide zusam-
men eine Ankunft erzeugen.

Die Ausdriicke fiir die Belegung zu Ankunftszeitpunkten unterscheiden sich fiir AF und
DF strukturell. Bei AF sind sie in einfacher Weise mit den Belegungsvektoren y_zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt verkniipft, wihrend bei DF der gleichzeitige Abgang getrennt
beriicksichtigt werden muSf.

Satz 2 Seien y ,r =0,1,...,N +1 die Vektoren der stationdren Belegungs-WKTn zu
beliebigem, Zeitpunkt, die sich fur AF und DF unterscheiden. Sei [z, (w)]; := P{ein w-Batch
kommt an und sieht r Kunden im System, und der Eingabeprozef ist in Phase i}. Fiir AF
gilt:

z(w)=y Dy, r=0,1,...,N+1

Fiir DF gilt:
Y, + Lg| Dy r=0
z(w)=1 |, - A +A]D, 1<r<N
Yy —An]Dy  r=N+1

Dabei ist [A,D,); := P{ein w-Batch kommt an und sieht r Kunden im System, gleichzeitig
findet ein Abgang statt, und der Eingabeprozef ist in Phase i}, wie im nachfolgenden Satz
3 in Abschnitt 5.1.6 fiir AF und DF gegeben.
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Beweis: [ger]i gibt die WKT an, dafl zu einem beliebigen stationdren Zeitpunkt r Kun-
den im System sind und eine Zeiteinheit spdter ein w-Batch ankommt und dann die Phase
des Eingabeprozesses 7 ist. Zu diesem Ankunftszeitpunkt kann ein Abgang gleichzeitig statt-
finden, muf} aber nicht.

Bei AF macht es fiir die Belegung, die der w-Batch sieht, keinen Unterschied, ob ein Abgang
stattfindet oder nicht, da er immer erst unmittelbar nach der Ankunft geschieht. Der Batch
sieht also die Belegung 7.

Bei DF sieht der w-Batch die Belegung 7, wenn kein Abgang stattfindet, sonst r — 1, sofern
r > 0. Daher ergibt [ger]i — [A,_1Dy); fir 1 < 7 < N die WKT, da§ der w-Batch r
Kunden sieht und kein Abgang stattfindet. Addition von [A,D,); , d.h. gesehene Belegung
7 und gleichzeitig ein Abgang, liefert dann die Behauptung. [y, D,]; bezeichnet die WKT,
dafl der w-Batch eine leeres System antrifft, ohne dafl ein Abgang gleichzeitig stattfinden
kann, da das System spitestens eine Zeiteinheit vorher leer geworden ist. Da bei DF der w-
Batch auch dann ein leeres System sieht, wenn gleichzeitig mit seiner Ankunft ein Abgang
das System leert, bendtigt man zusétzlich den Summanden [AyD,]; . Weiterhin kann bei
DF eine Ankunft kein volles System sehen und gleichzeitig ein Abgang stattfinden. Daher
fehlt fiir r = N + 1 ein Summand [Ay,Dy)i ; diese WKT ist Null. O
Ein formaler Beweis, der die Ausdriicke (5.23), (5.24), (5.25) fiir endliche Ankunftszeitpunkte
t4 formuliert und dann den Grenzwertsatz (3.72) anwendet, findet sich im Anhang A.2 .

5.1.5.1 WF der Belegung zu einem Ankunftszeitpunkt

Fiir Ausdriicke wie P{eine Ankunft sieht r Kunden im System} miissen die z,(w), die ihrer
Natur nach Verbund-WKThn sind, auf Ankunftsereignisse eingeschrinkt werden. Mit P{eine
Ankunft findet statt} = 1 — Dye folgt dann:

1 bmax
P{eine Ankunft sieht r Kunden im System} = =y Z
und -
1
P{ein w-Batch sieht r Kunden im System} = 1_—@)0;1,(11))@

5.1.6 Gleichzeitigkeit von Ankiinften und Abgingen

Gleichzeitigkeit vonr Ankiinften und Abgingen kann durch Modifizierung der Gln. (5.23),
(5.24) und (5.25) erfafit werden. Dies wird hier wieder fiir einen ankommenden w-Batch
formuliert. Die wesentlichen Anderungen in den Gln. (5.23), (5.24) und (5.25) sind das Aus-
schliefen von t4 = u fiir den hier betrachteten Ankunftszeitpunkt ¢4, indem die Summation
iiber v nur bis ¢4 — 1 lauft, und das Ersetzen von H®(t) durch die WF h(t), wodurch
sichergestellt ist, da zu t4 auch ein Abgang stattfindet. Der ankommende w-Batch wird
représentiert durch Ersetzen von P(r,t) durch P(r,t — 1)D,,.

Es bezeichne

'"Afc“jr(t 4) := P{ein w-Batch kommt zu ¢4 an, sieht r Kunden im System, gleichzeitig findet
ein Abgang statt, und der Ankunftsprozef ist in Phase j unter der Bedingung, daf ein
Abgang bei 0 das System mit k¥ Kunden hinterlédt und der Eingabeproze8 sich in Phase i
befindet}.
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5.1.6.1 Ausdriicke fiir AF

r=20:
"N (14) =0
1<r<N:
WMm=Z[
J'EE
ta—2 :A —u-1
“”] ) 3 Z [D” "Dy P(r—w'tg—u—v—1)- D,,,] L och(ta—u—v)+
u=0 v=1 wi=1 I
ta—1 r -,
+ 3 3 A (u)[P(r — bty —u~— 1)Dw]“ “h(ta —u) ] ,
u=0 ¢=1 >
r=N+1
wAw Z Z [
JEET=N+1
taA—2 tA u—1 ¢
RO EDS Z[D” "Dy P(r' —w' ty—u—v—1)-D ] J'h(t,;—u—v)+
u=0 v=1 w'=1 E
ta—-1 1! .,
+ 3 S (u)[P(r' —lta—u~— I)DW]j,j ~h(ta —u) ] .
u=0 ¢=1 '
5.1.6.2 Ausdriicke fiir DF
0 <r S N-—-1:
a0 = 3 |
J'EE
ta—2 —u—1 r41
Y i (w) Z Z[DHDWP(rH—w ta—u—v—1)- .,,] h(ta —u—v)+
u=0 v=1 w'=1
ta—1r+1
+ 3 YA @[Pr+1-6ts—u—-1)D, ] ,hlta—u) ] )
u=0 ¢=1 *
r=N:
B =T 5 |
J€ET'=N
ta—2 ta—u—1r'41

3 f,c”o (u) 3 [Dg_lDw/P(r’ +l-witg—u—v-1) .Dw]j,j “h(ta —u—v)+
u=0 v=1 w'=1 B

t '

+ ¥

u=

._

41

+

o

5 (u [P(r'+1—If,tA-—u,-l)Dw]j,,j‘h(tA~u) } .

o
~
I

ﬂ)

1
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r=N+1:
N (t4) = 0 .
Es ist zu beachten, daf ﬁc’é(u) =0 fiir £ > M und Dy = 0 fiir w' > byaq-

Mit der Definition [A,D,); == limLA_,oo“’Afc’f‘T(tA) liefert der Grenziibergang nach Gl. (3.72)
fiir t4 — oo den

Satz 3 Sei [A,D,); :=P{ein w-Batch kommt an und sicht r Kunden im System, gleichzei-
tig findet ein Abgang statt, und der Eingabeprozef befindet sich in Phase i}. Die Vektoren
A, lauten wie folgt:

Fiir AF:
0 firr=20
A= 'EIT [;1 [QO(I — Do) !'Dp+ y] ‘;P(r ~ L, 0)h(c+1) firl<r<N (5.34)
% i {zrl: [;_7;_0(1 - Dy) D, + Lg] i P(r' —¢,0)h(o + 1)]fﬁr r=N+1.
(Y r=Ns1 [e=1 7=0
Fir DF
1 T4 )
> [z2o(I - Do) "Dy + 2] ;}P(r +1—4,0)h(c+1)
fir0<r<N-1
A= i j._oj [M [go(l — Do) 'D, + y] i P(r'+1-2£0)h(oc+ 1)] (5.35)
N | =1 o=0
e firr=N
0 firr=N+1

Ein rekursiver Zusammenhang wie fiir die y gemaf Hilfssatz 8 scheint nicht zu existieren,
da man fiir seine Berechnung die Eigenschaft He(t + 1) = H(t) — h(t + 1) benutzt. Eine
kompaktere Formulierung wird durch die Definition der Matrizen A;’ und B}’ mit

Al =3 P(r,o)h(c +1) , (5.36)
o=0
41
B” := (I- Do) S DA, (5.37)
=1

ermdglicht. Diese hingen mit A! bzw. B! (vgl. Gln. (5.4), (5.6) und (5.8)) vermittels A; =
A"”D, und B, = B""D, zusammen. Da zur Erzeugung der eingebetteten MK des MEP fiir
DF A’ bzw. B! ohnehin berechnet werden miissen, ist die Umformulierung durch die Gln.
(5.36) und (5.37) schon von erheblichem Nutzen fiir eine Programm-Implementierung. Man
hat somit
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fiir AF:
0 firr=0
1 T
—_ B/!I A//[ f 1 < <
A, ={ E* (50 r—1 +§£€ 'r—l) ir1<r<N (5.38)
i Z Bm Z Z Am firr=N+1 Y
=N =1 r'=N+1-¢
fiir DF:
% <—0Bm + ZZ:_eArH e) firo<r<N-1
1
_ 1 00 N+1 =)
&= e B+ Y Y A',’,’> fiir r = N (5.39)
E =N =1 r=N+1-£
0 firr=N+1.

Schliefilich bleibt noch die WKT anzugeben, da88 eine Ankunft bei gleichzeitigem Abgang r
Kunden im System sieht. Diese erfordert wieder die Einschrinkung der obigen Ausdriicke
auf Ankunftszeitpunkte.

1
P{w-Batch sieht bei gleichzeitigem Abgang r Kunden im System} = ﬁ"A Dye

und

N+1
P{Ankunft und Abgang finden gleichzeitig statt} = E (D Dy)e

5.1.7 Die Wartezeit

Die WF der Wartezeit ist bisher nicht zuginglich. Zwar kann der Ansatz in [6] fiir das
(zeitkontinuierliche) N/G/1/N-System iibertragen werden und eine z-Transformierte der
WF (gegeniiber der Laplace-Transformierten der Dichtefunktion in [6]) unter der Annahme
formuliert werden, daB eine Reihenentwicklung der inversen Matrix (Iz; — Y.0mes D, 23) !

nach Potenzen in z; gegeben ist. Aber es fehlen eben die Koeffizienten dieser Rexhenentwmk—
lung fiir eine vollstindige Beschreibung. Fiir den Fall des DMAP/G/1/N-Systems diirften

sie mit dem in [7] verwendeten ”Trick” jedoch zu gewinnen sein.

5.2 Andere Verfahren: Das DBMAP/D/1/N-Warte-
system fiir eine der Zeiteinheit gleiche Bedienzeit

Unter der Voraussetzung, daf8 die Bedienzeit gleich der Zeiteinheit ist, findet man fiir das
Wartesystem mit DBMAP-EingabeprozeB eine MK von Belegung und Phase am Ende einer
Zeiteinheit, ("slot”). Fiir DF wurde dies in [10, 9] behandelt, fiir AF in [112]. Wegen D = 1
ergibt sich die Wartezeit einfach aus der Belegung zu Ankunftszeitpunkten.
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5.2.1 Blondia, Casals (1992): Departure First

Ankiinfte und Abginge finden am Ende eines Slot statt, und eine abgehende Zelle verldft
das System, unmittelbar bevor eine ankommende Zelle das System betritt, s. Abb. 5.5.
Bezeichne L*(t) die Belegung unmittelbar nach dem Ende des ¢-ten Slot und S(t) die Phase
des DBMAP, so ist (L*!(t), S(t)) eine MK mit der folgenden Ubergangsmatrix (wiederum
vom M/G/1-Typ)

Dy D; -+ Dyo1 Dy E0y4 Do
Dy D; -+ Dyo1 Dy 0y Du

0 Dy --- Dyoo Dyt ZoinDu
S ) ) : (5.40)
: . Dy D, Y=z Du
0 cee ses 0 D0 22)0:1 Dw

lhre stationdre Losung [zx)i,k = 0,...,N + 1,4 = 1,...,m bezeichnet die WKT, daf§
unmittelbar nach dem Ende eines Slot (zum Beobachtungszeitpunkt in Abb. 5.5, d.h. es
sind mogliche Ankiinfte und Abginge am Ende des Slot beriicksichtigt) k& Zellen im System
sind und der Eingabeproze§ in Phase ¢ ist. Eine Ankunft am Ende des nichsten Slot sieht
daher max(k — 1,0) Zellen im System. Wegen DF sieht eine Ankunft niemals ein volles
System. Damit ist Verlust aber nicht ausgeschlossen, weil Mehrfachankiinfte stattfinden
konnen.

Beobach- Beobachtungszeitpunkt b Ankunft
tungsslot /
——
lT Zeit - Abgang

Abb. 5.5 Slotstruktur fiir ”Departure First”.

Belegung zu Ankunftszeitpunkten

P{ein v-Batch kommt an und sieht eine Belegung der Gréfle pu} =

. { _1./‘../_1+le.€_ fur 1 S H S N (541)

| (@1 +xzo)Dye fiir p=0

Die Einschrankung auf Ankunftszeitpunkte erfolgt wieder durch Division durch 1 — zwDge.

5.2.2 Takine, Suda, Hasegawa (1993): Arrival First

Nun finden Ankiinfte und Abginge am Ende eines Slot statt, und der Abgang geschieht
unmittelbar nach der Ankunft, s. Abb. 5.6. Daher kann eine Ankunft ein volles System
sehen, und zwar dann, wenn das System einen Slot vorher voll geworden ist. Letzteres ist
aber nur moglich, wenn ein v-Batch mit v > N + 1 auf ein leeres System trifft. In allen
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Beobach-
tungsslot

| |

Beobachtungszeitpunkt

/

f : Ankunft

- Abgang

T i= Zeit

Abb. 5.6 Slotstruktur fiir ”Arrival First”.

anderen Fillen sind unmittelbar nach dem Ende eines Slot hochstens N Zellen im System.
Man erhalt fiir die MK folgende Ubergangsmatrix

D, D, Dy-1 Dy weN+1Dw
D, D, Dyt Z0-yDw O
0 D Dy, Y%, ,D, 0
Co L e e (5.42)
H T Do :Jo=1 Dw 0
0 - --- 0 T2 Dy, 0
Belegung bei Ankunftszeitpunkten
P{ein v-Batch kommt an und sieht eine Belegung der Grofle u} =
=z,De fir 0<p<N+1 (5.43)

Die Einschrankung auf Ankunftszeitpunkte erfolgt durch Division durch 1 — rDye.

5.2.3 Vergleich mit dem DBMAP/G/1/N-System bei D =1

Die Ubergangsmatrizen der zu Abgangszeiten eingebetteten MKn, die sich fiir D = 1 aus
Abb. 5.2 bzw. 5.3 ergeben, unterscheiden sich von den obigen, weil die Ausdriicke (5.40)
und (5.42) sich auf das Ende eines Slot beziehen, bei dem nicht unbedingt ein Abgang
stattfinden muf.

5.3 Systeme mit Bedienzeiten, die ganzzahlige
Bruchteile der Zeiteinheit sind

Eine einfache, in der Literatur bisher offenbar noch nicht diskutierte Erweiterung der Sy-
steme des letzten Abschnitts stellt die VergréBerung der Abgangsrate auf den f-fachen
Wert dar. Die Zwischenankunftszeiten sind weiterhin Vielfache der Zeiteinheit. f-fache Ra-
te bedeutet, dafl eine Belegung von x unmittelbar nach dem Ende eines Slot auf den Wert
max(p — f,0) am Ende des nichsten Slot fithrt, wenn keine Ankiinfte stattfinden. Ferner
wird definjert, daf8 die innerhalb eines Slot stattfindenden Mehrfachabginge nacheinander
iiber den Slot gleichmaBig verteilt erfolgen. Diese Definition ist allerdings nur fiir AF zur
Vermeidung von Mehrdeutigkeiten erforderlich. Das hat zur Folge, daB das System, wenn
es zu einem Beobachtungszeitpunkt eine Zelle enthielt, schon nach 1/f-tel der folgenden
Slotldnge wieder leer ist. Fiir DF erhélt man wie bei f = 1 eine (N + 2) x (N + 2)-Matrix,
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bei der die ersten f+ 1 Hauptzeilen iibereinstimmen (daher liegt keine M/G/1-Typ-Matrix
mehr vor)

D, D, --- -+ Dy Y% n.aDy
D, D; - o Dy  Yo-n+41Dw
Dy Dy -+ o Dy EfnnDe |- (5.44)
0 Dy - <o Dyoi £ yDy
0 - 0 Dy Dy --- Djsy £2,Dy

Belegung bei Ankunftszeitpunkten

P{ein v-Batch kommt an und sieht eine Belegung der Gréfle p} =

_ z,4sDve fir 1<pu<N+1-f
B (Z£=o£k)DvQ fir pu=20

Wegen der Festlegung, daf§ die innerhalb eines Slot stattfindenden ”Mehrfachabgénge”
nacheinander iiber den Slot gleichmifig verteilt erfolgen, wirkt sich die AF-Zulassungsregel
nur aus, wenn zu einem Beobachtungszeitpunkt mindestens f Zellen im System sind.
Dann findet am Ende des folgenden Slot ein Abgang statt, und zwar AF-definitionsgeméf
unmittelbar nach einer mdglichen Ankunft zu diesem Zeitpunkt. In der resultierenden
(N +2) x (N + 2)-Ubergangsmatrix stimmen die ersten f Hauptzeilen iiberein:

(5.45)

Do D; -+ - Dya Dy Za=n+1Duw
Dy D, - ... Dy1 Dy T2 nvi1Dw
Dy D, - -+ Dy oy Dy 0 (5.46)
0 Dy - Dy_g =% o1 Dy, 0
o : : 0
0 --- 0Dy Dsy ¥, ,D, 0
Belegung zu Ankunftszeitpunkten
P{ein v-Batch kommt an und sieht eine Belegung der Grofie u} =
{ ZugaDee  fir 1SpSN+2-f (5.47)
~ | (ZlZ5zDee fiir p=0 '

5.3.1 Markov-Kette zu Ankunftszeitpunkten

Die 0.g. MKn beziehen sich auf das Slotende mit Beriicksichtigung aller Ankiinfte und
Abginge. Dagegen wird in [57] fiir dasselbe System eine MK zu Ankunftszeitpunkten (ohne
Beriicksichtigung der Ankiinfte) angegeben. Diese hat gegeniiber derjenigen zu Abgangs-
zeitpunkten eine um f Zeilen und Spalten kleinere Ubergangsmatrix, ist aber ebenso nicht
mehr vom M/G/1-Typ.
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6 Wartemodelle fiir die
Verbindungsannahmesteuerung

(CAQ)

Die Wartemodelle dieses Kapitels unterscheiden sich von den bisher behandelten darin,
daB der EingabeprozeB eine Uberlagerung G[IX]-G-GZ zweier (korrelierter) Strome darstellt.
Beide Strome sind innerhalb der Uberlagerung identifizierbar. Dadurch wird es méglich,
die Dienstgiiteparameter Verlustwahrscheinlichkeit und Momente der Wartezeit fiir jeden
Strom getrennt zu berechnen. Wie in Kapitel 2 erldutert, repréisentiert ein solches Warte-
system die Situation bei der Verbindungsannahme auf einem einzelnen Teilabschnitt eines
Weges durch das Netz, auf dem eine neue Verbindung zugelassen werden soll. Wiederum
mit Blick auf Videoquellen mit der geforderten sehr niedrigen Verlust-WKT von 10~ ist
ein solches Modell von Bedeutung: In Computersimulationen sind so geringe Verlust-WKTn
sehr schwierig und nur unter grofiem Zeitaufwand zu verifizieren.

Strom GIIX] reprasentiert den auf dem betrachteten Teilabschnitt schon vorhandenen Ver-
kehr, wobei der SP X der Batches der Moglichkeit von Mehrfachankiinften Rechnung trégt;
denn der schon existierende Verkehr besteht aus einer Uberlagerung von Zellenstrémen ver-
schiedener Eingangsleitungen, die auf dieselbe Ausgangsleitung weitervermittelt werden.
G[lx] ist durch Messungen auf jedem Teilabschnitt zugénglich. G, bildet den Zellenstrom
der neuen Verbindung nach, wie sie sich am Eingang des Netzes darstellt. Da die Zellen-
stréme der durch G[1X] reprisentierten Uberlagerung aus verschiedenen Richtungen kommen,
ist die Annahme gerechtfertigt, daf§ sie stochastisch unabhingig sind. Dann sollte die WF
der Batchgrofie monoton fallen mit einem absoluten Maximum beim Wert 1.

Die Beriicksichtigung von Einfliissen des existierenden Verkehrs auf den Zellenstrom der
neuen Verbindung wdihrend der Verbindungsannahmephase ist prinzipiell ausgeschlossen,
da die Annahmeentscheidung erfolgen mu8, bevor die neue Verbindung ins Netz gelangt.
Die Betrachtung eines isolierten Teilabschnitts, wie an Hand von Abb. 2.2 erldutert, bedeu-
tet also immer eine Niherung, da G, die neue Verbindung ohne diese Einfliisse nachbildet.
Jeder Vermittlungsknoten, den die neue Verbindung passiert, dndert die Eigenschaften der
Quelle durch zusétzliche Verzogerung der Zellen oder Zellenverlust.

Auch Verfahren fiir die Verbindungsannahmesteuerung, die mit einfachen Schitzwerten
eine Zulassungsentscheidung treffen, ignorieren den EinfluB schon durchlaufener Vermitt-
lungsknoten [100, 66, 35, 117]. Allerdings diirften die sehr strengen Forderungen an die
Dienstgiiteparameter die Verdnderungen klein halten.

Ein Wartesystem vom Typ GEX]+G2 /D/1/N erlaubt noch weitergehende Untersuchungen:
So kann der Einflufl der Korrelation in einem der Stréme auf die Dienstgiiteparameter bei-
der Teilstrome und der Uberlagerung als Ganzes studiert werden, wie auch der Einfluf
der jeweiligen Teilangebote. ATM sieht Verkehrsklassen mit verschiedenen Dienstgiitean-
forderungen vor: etwa Verlust-WKTn 1073, 10~% bzw. 10~ fiir Sprache, Daten bzw. Video.
Treten diese Verkehrsklassen am Eingang desselben Multiplexers auf, so kann ohne Priori-
sierung — wie die numerischen Ergebnisse in Kapitel 7 andeuten — nicht gleichzeitig etwa
fiir Videozellen ein Wert von 10~°, aber fiir Sprache 102 als Verlust-WKT erreicht werden.
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Ohne Priorisierung liegen die Verlust-WKTn offenbar nie um Gré8enordungen auseinander,
auch dann nicht, wenn ein Strom ein sehr hohes, der andere ein sehr niedriges Angebot hat;
allerdings sind die Teilstrom-Verlust-WKTn i.a. auch nicht exakt gleich (es sei denn, die
Teilstrome sind exakt gleich). Schlieflich konnen die Dienstgiiteparameter der Teilstrome
mit denjenigen der Uberlagerung als Ganzes verglichen werden.

Relativ leicht lassen sich im Modell zwei Priorititsklassen unterscheiden, wobei eine Zelle
des priorisierten Stromes bei gleichzeitiger Ankunft von Zellen des anderen Stromes immer
zuerst ins System gelangt, sofern es nicht voll ist.

Eine (niherungsweise) Erweiterung dahingehend, daf der priorisierte Strom wartende Zel-
len des anderen Stromes verdringt, ist ebenfalls moglich.

Es werden nun die Verfahren aus Kapitel 4 und Kapitel 5 fiir die Uberlagerung zweier Strome
erweitert. Im Falle der Restarbeit dndert sich die MK (U, Sp, X»), wihrend beim M/G/1-
Typ-Wartesystem die MK zu Abgangszeitpunkten direkt ibernommen werden kann.

Die Ergebnisse dieses Kapitels umfassen den in [83] behandelten Fall GEOW+GI/D/1/N
mit D = 1.

Die Methode der Restarbeit erlaubt fiir beliebige deterministische Bedienzeiten D > 1 ei-
ne exakte Berechnung der Teilstrom-Wartezeit-WFn sowie einen vom Konzept her exakten
Algorithmus zur Bestimmung der bedingten Verlust-WKT des Go-Stromes. Mit beiden Ver-
fahren konnen fiir D > 1 die WFn der Belegung zu Ankunftszeitpunkten nach Strémen
getrennt berechnet werden, damit also auch die Teilstrom-Verlust-WKTn. Die Methode
der Restarbeit liefert wiederum transiente WKThn, liegt damit also noch naher an dem
" Binschaltvorgang”, der durch das Zulassen einer neuen Verbindung entsteht.

6.1 Die Restarbeit im GI"'+G,/D/1/N-Wartesystem

Die Verkniipfung der Ergebnisse aus Kapitel 4 mit denen aus [52] liefert den Zugang zur nu-
merischen Behandlung einer Uberlagerung von zwei Strémen G[1X]+G2 im Eingabeprozef.
Die einzige Voraussetzung ist eine dquivalente Semi-Markovsche Darstellung der Uberlage-
rung der Punktprozesse G; und G, die die Ankunftszeitpunkte erzeugen. In dieser Darstel-
lung muf der Zustandsraum als disjunkte Zerlegung IF = IF; U IE, U IE; vorgegeben sein,
wobei die Zustinde von IE; [IE,] Ankiinfte von G [Go] und diejenigen von IE5 (gleich-
zeitige) Ankiinfte von beiden reprisentieren. Erst mit dieser Zerlegung sind Dienstgiitepa-
rameter fiir Binzelstrome berechenbar. Die Uberlagerung DMAP;+DMAP; hat eine solche
Semi-Markovsche Darstellung (Abschnitt 3.6.1).

Beim n-ten Ankunftszeitpunkt wird eine BatchgréBe X, gezogen. Erzeugt nur G, eine
Ankunft, d.h. der Eingabeproze8 befindet sich in einem Zustand S, € IE3, so wird die
BatchgroBe ignoriert. Erzeugt Gy eine Ankunft, d.h. S, € IE, so wird die Batchgrofie nach
MaBgabe einer WF x(v) mit z(v) # 0 fiir 1 < v < bmas gezogen. Erzeugen dagegen so-
wohl G; als auch G, eine Ankunft, d.h. S, € IEj;, so wird eine modifizierte WF Z(v) mit
#(v) # 0 fiir 1 < v < bpag — 1 verwendet. Damit ist sichergestellt, dafi die Maximalzahl der
(im Modell) gleichzeitig erzeugten Zellen b,q, nicht iiberschreitet, so daf by,q, die Gesamt-
zahl derjenigen Eingangsleitungen représentiert, die Zellen fiir dieselbe Ausgangsleitung
transportieren. Formal heifit das:

z(v), falls 1 € IE,
P{X, =v|S, =i} ={ bel. WF, da X, ignoriert wird, fallsi € IF, (6.1)
#(v), falls i € IE;3
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mit

#(0) :{ 2(v)/(Thmer ™ w(w)) 1<V <bpaz— 1,

0 sonst . (62)

X = {Xn;n € INo} reprisentiert also die Batchgrofie von Strom 1; dieser bildet den —
abgesehen von Strom 2 — auf die MUX-Ausgangsleitung weitervermittelten Verkehr nach.
Nachfolgend sind die Hilfssatz 6 entsprechenden Ubergangs-WKTn fiir DF und ¢ > 0 auf-
gefiihrt. Sie konnen in dhnlicher Weise wie im Beweis von Hilfssatz 6 berechnet werden,
und die Ausdriicke fiir £ = 0 ergeben sich analog aus denen fiir £ > 0:

P{U, = 10,8, = j|lUn-1 =k, Sp_y =i, Xy =v} =

¢;j(k —€+vD) fir0<k<ND-vD+D
gij(k — £+ &D) fiir 1+ (N—€)D < k < (N-£+1)D L<yeN
0<E<v—1

¢ij(=¢+ ND + D) firk=0
¢ij(k — £+ ED) fir 1 + (N=€)D < k < (N—=£+1)D } 1+ N<w
0<ESN
fiir i € IE; G allein,

gij(k—¢+D) fir0<k<ND } 1<
=14 gj(k—1¢) . firl+ ND<k<ND+D -
fiir ¢ € IE,, G, allein,

¢j(k—€¢+vD+ D) fir0<k<ND-wvD } 1<y

¢ij(k—0+¢D)  fir 14+ (N=§)D <k < (N-£+1)D =

g v< N-1
0<&<w

¢ij(—¢+ ND + D) firk=0

qij(k—¢+€D) fir 1+ (N-§)D <k < (N-£+1)D } N<w
0<ESN

fiir i € 155, G und G, .

6.1.1 Uberlagerung zweier unabhiingiger DMAPs

Wie in Abschnitt 3.6.1 erlautert, besitzt die Uberlagerung von zwei unabhingigen DMAPs
eine dquivalente Semi-Markovsche Darstellung mit dem folgenden SM-Kern

ai(k) au(k) qs(k)
q(k) = | ai(k) qo(k) as(k) |, (6.3)
m(k) ‘h(k) %(k)

q,(k) = C*'D® fiir v = 1,2, 3,
mit C := Cl ® CQ, D(I) = D1 [62] Cz, D(Q) = Cl [62] Dz, D(B) = D1 ® Dz.
Es werden im folgenden noch die Matrizen

Qu(k) = un(f)’ Py = Q,,(OO)

verwendet. Die Teilmengen IE,,v = 1, 2,3 des Zustandsraumes IF sind gleichmiichtig. Sind
my, my die Anzahlen der Phasen der beiden DMAPs, so enthilt jede Teilmenge m; - my
Zusténde.
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6.1.2 Transiente Gleichungen

In dhnlicher Weise wie in Abschnitt 4.1.3 konnen die transienten Gleichungen der MK
{(Un, Sn, Xz),n € INg} auf solche zuriickgefiihrt werden, die nur die WKTn u,(k,i) =
P{U, = k,S, = i} und un41(k, 1) iiber eine stochastische Matrix verkniipfen, die implizit
die WF der Batchgrofie beriicksichtigt. Mit den Abkiirzungen

u, = (w1, ulY),
) = @ (0),M(1),..., W) (ND + D)) fir v = 1,2,3,
[ (k)i = un(k, i) = P{U, = k, S, =i} fiir i € IE,

sowie
F[1] F[2] F[3]
F= ( G[1] G[2] G[3] ) (6.4)
H[1] H[2] H[3]
ergibt die Matrixgleichnung u, F = u,,, fir v =1,2,3und 0 < ¢ < ND+ D
ND+D
w0 = Y uPRFLY] -+ uP (RGL] +ul (HHEY] (6.5)
k=0

Die Blockmatrizen F[v], G[v], H[v] dhneln denjenigen in den Gln. (4.16), (4.17) :

P, — Eyny 2(0)Qu(vD)
-X¢(N)Q,(ND + D) fir k=0 und AF

P, — Y1y 2(v)Qu(vD — 1)
~X°(N)Q,(ND + D — 1) fiir k=0 und DF

or1_ ) Pv— 41 2(0)Qu(k — 1 +vD)
Bl =0 " xe(e - 1)Qu(k— 1+ ¢D) (6.6)
fir 1 +(N-€6D<k<(N+1-¢D,
fiir jedes £ mit 2 < £ < N
pu‘Qu(k—1+D)
firl+ ND—-D<k<ND
Pv — Qu(k - 1)
firl+ ND<k<ND+D
und fiir £ > 0
Sl 2(v)a, (=€ +vD +1)
+X¢(N)qu(—¢+ND+ D +1)
fiir k=0 und AF
=N, 2(v)a,(~£ + vD)
+X°¢(N)q,(—¢+ ND + D)
fir k=0 und DF
e~ ) Tisiz@)a(k - £+vD)
Fk[’/] - +XC(€ _ 1)q,/(k _ Z+§D) (67)
fir 1+ (N—-€6D<k<(N+1-§D
fiir jedes  mit 2 <& < N
q.(k—2¢+D)
fir 1+ ND-D<k<ND
qv(k _[)
fir 1+ ND<k<ND+D |,
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Gl =

und fiir £ > 0

Gl =

HY[] =

und fiir £ > 0

Hy[v] =

p, — Q.(D) fir k=0 und AF
(D-1) fir k=0 und DF
Py~ Q(k—1+D) firl<k<ND
(k—1) fir 1+ ND<k<ND+D

q,(—¢+D+1) fir k=0 und AF
q.(—¢+ D) fir £=0 und DF
a(k—¢+D) fir 1<k<ND
a(k—10) fir 1+ ND<k<ND+D

)

- 205 #(0)Qu((v + 1) D)
-X¢(N-1)Q,(ND+D) fir k=0 und AF

- 205 2(0)Qu((v+1)D - 1)
~X¢N -1)Q,(ND+ D —1) fiir k=0 und DF

‘U 1113( )QV( —1+(’U+1)D)
~X¢(6 - 2)Qu(k — 1+ €D)
fir 1+ (N-§D<k<(N+1-¢)D,
fiir jedes E mit 3<E< N
- Qu(k=1+2D)
firl+ ND-2D<k<ND-D
-Q,k-=1+D)
firl1+ ND-D<k<ND
"Qu(k_l)
firl+ ND<k<ND+D

(0)qu(—€+ (v+1)D + 1)
N-1)q,(—¢+ND+ D +1)
fiir k=0 und AF
N llr( Ja (=2 + (v+1)D)
+X‘(N—1)q,(—£+ND+D)
fiir k=0 und DF
it é(v)ay(k— £+ (v+1)D)
+X°(¢ —2)q,(k — £+ED)
fir 1+ (N-€6D<k<(N+1-¢)D,
fir jedes E mit 3< €6 <N
q.(k —¢+2D)
fir 1+ ND-2D<k<ND-D

-
){

Am

q.(k—£+ D)

fir 1+ ND-D<k<ND

q,,(k - E)

fir 1+ ND<k<ND+D

(6.9)

(6.10)

(6.11)

Die Fallunterscheidungen bei F§[v] und H¢[v] spiegeln (auch durch £) jeweils die Anzahl
freier Plitze im System wider.
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6.1.3 Teilstrom-Dienstgiiteparameter

Die Restarbeit U,, die die n-te Ankunft sieht, entscheidet iiber Zulassung oder Verlust und
bestimmt die WFn der Belegung und der Wartezeit. Diese Groflen konnen aus den WKTn
tn(k, 1) nach Strémen getrennt berechnet werden. Dies ist nachfolgend dargestellt.
Zunichst sind die Begriffe Verlust und Wartezeit fiir die beiden Stréme zu definieren. Er-
zeugt G, allein eine Zelle, so geht sie verloren, wenn das System voll ist, d.h. U, > 1+ ND.
Kann die Zelle zugelassen werden, so ist die Wartezeit durch die gesehene Restarbeit ge-
geben. Erzeugen dagegen G, und G, gleichzeitig Ankiinfte, so kann iiber den Verlust etwa
der Go-Zelle nicht ohne weiteres nur aus der gesehenen Restarbeit entschieden werden. Dies
gelingt erst durch die Festlegung einer Zulassungsreihenfolge der gleichzeitig ankommenden
Zellen.

Da Priorititen zunichst ausgeschlossen werden, ist die zufillige Auswahl der Zellen fiir die
Zulassung zum System am sinnvollsten. Kein Strom wird bevorzugt. Fiir die Zellen von
Strom G, werden entsprechend Abschnitt 4.1.4 Verlust und Wartezeit durch eine Testzelle
(s. [83]) gemessen. Dazu wird angenommen, dafl unter den von G] (X1 gleichzeitig erzeugten
Zellen eine markiert ist.

Wenn GQX) und G, gleichzeitig Zellen erzeugen, enthilt der ankommende Batch eine mar-
kierte Testzelle und die ebenfalls unterscheidbare Zelle des Ga-Stromes.

Zur weiteren Formalisierung wird neben der Sprechweise ”als 1/-te zugelassen” auch ”in
Position v zugelassen” verwendet. Bezeichne (M [M®] die Nummer der Zulassungsposition
der Testzelle von Strom 1 [Zelle von Strom 2] beim n-ten Ankunftszeitpunkt. Dann gilt
wegen der zufélligen Auswahl

P{I'V =9|X, =w,S, =i} =

i fir 1€ lF,, 1<y <w,
=14 i) = %ﬂ fir i€ F3 1<y <w+l, (6.12)
0 sonst.
P{I'® =|X, =w,S, =i} =
1 fiir i€ By, =1,
T = o fir i€B; 1<y <w+l, (6.13)
0 sonst.

Begriindung: S, € IE;: Fiir einen w-Batch gibt es w Zulassungspositionen der Testzelle, die
wegen der zuféilligen Auswahl alle gleichwahrscheinlich sind. S, € IE3: Enthélt ein (w+1)-
Batch neben der Testzelle auch eine Zelle von Strom 2, so gibt es w Moglichkeiten der
Wahl einer Position fiir eine der beiden, wenn die Position der anderen schon festliegt und
insgesamt (w + 1)w Moglichkeiten, Positionen fiir die Testzelle und die Zelle von Strom 2
auszuwéhlen.

In den folgenden Ausdriicken wird zur Verkiirzung das Skalarprodukt

u(k)e:= > ulk,i), v=1,2,3
i€lE,

verwendet.
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6.1.4 Teilstrom-Verlustwahrscheinlichkeiten

Infolge der Mehrfachankiinfte kann Verlust bei jedem moglichen Belegungswert L., selbst
bei leerem System auftreten. Verlust tritt auf, wenn

Li€lE,: X,=w, L,+w>N+2; esgibtw—(N+1~L,) Verlustpositionen
der Testzelle. Sie haben die Nummern N +2 — L,,..., w.

2LEE2 L,L:1V+1.

3.i€lFy: Xo=w, Ly+w+1>N+2 denn auch Strom 2 erzeugt eine Zelle.
Es gibt w+1— (N +1—-L,) Verlustpositionen der Testzelle, bzw. der Zelle von Strom
2. Sie haben die Nummern N +2 — L,,...,w + 1.

Die WFn L(u,v) == P{L, = p,S, € IE,} der Belegung zum Ankunftszeitpunkt nach
Zustandsteilmengen getrennt (v = 1,2, 3) ergeben sich zu

u(0)e fiir pp=0
L(p,v) = { EZ£1+(;L~1)D W (ke firl<p<N+1 v=1,2,3. (6.14)
Die Definition der Verlust-WKT fiir Strom ¢ = 1,2 als relative Hiufigkeit meint den Quo-
tienten aus der Anzahl verlorener Zellen (Testzellen) von Strom 7 und der Anzahl der
insgesamt erzeugten Zellen (Testzellen) dieses Stromes. Um dieser Definition gerecht zu
werden, miissen die Verbundereignisse in den Belegungs-WKTn (6.14) bei den Teilstrom-
Verlust-WKTn auf Ankunftsereignisse des jeweiligen Stromes eingeschrinkt werden, d.h.
durch
ND+D
P{Strom 7 erzeugt eine Ankunft} = 3 WD k) + u® (k)e, i=1,2
k=0
dividiert werden. Daher ist i.a. die Verlust-WKT Pyenyst[1+2) des Gesamtstromes nicht gleich
der Summe Pyenysti + Pyertust2-! Die beiden Ausdriicke fiir Strom 7 = 1, 2 enthalten jeweils
eine gleich aufgebaute Summe, die den Fall reprisentiert, da beide Stréme Ankiinfte er-
zeugen. Diese Gemeinsamkeit tritt auch bei den WFn der Wartezeit auf.

Verlustwahrscheinlichkeit des G(IX]-Stromes

Pyensns + [SRBP [ (k) + u® (k))e] =

+

N+1 00 ’U)—(N*{"l*,u)
= Z - - A

=0 w=N+2—p

” [2(w) L, 1) + 2(w — 1)L(p, 3)] (6.15)

1l

Verlustwahrscheinlichkeit des G,-Stromes
PVerlust2 : [Z{CV:I{)+D[E(2)(]€) + Q(S)(k)]—@] =
& w—(N+1-p)

=LN+L,2)+ Y X

p=0 w=N+2—p

” F(w —1)L(p,3) (6.16)

'Wegen der Ungleichung ¢ < %t < % c.d # 0, gilt bei Pyesusts < Perlustz auch Pyerusts <
Pyertust(1+2) < Pverlust2, vgl. Abb. 7.3.
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Verlustwahrscheinlichkeit des Gesamtstromes

ND+D
PVerlust[1+2] = E(N +1, 2) + Pverlust1 * Z [M(l)(k) + E(a)(k?)]_ﬁ (617)
k=0

6.1.5 Teilstrom-Wartezeiten

Eine Zelle, die nicht verlorengeht, sieht als Wartezeit die Restarbeit zum jeweiligen An-
kunftszeitpunkt plus der Summe der Bedienzeiten aller Zellen, die gleichzeitig angekom-
men und vor der betrachteten Zelle ins System gelangt sind. Da einer verlorenen Zelle keine
Wartezeit zugeordnet wird, nimmt die Wartezeit nur Werte aus {0,1,..., ND} an. Da sie
auf die Restarbeit zuriickgefiihrt wird, benotigt man Normierungskonstanten Ny, Na, Nj149).
Fiir k¥ < 0 wird u(k, ?) := 0 definiert. Die nachfolgenden Ausdriicke gelten fiir DF. Fiir AF
mufB neben kleinen Modifikationen der Fall des leeren Systems getrennt betrachtet werden,
wie in Abschnitt 4.1.4 dargestellt.

Fiir eine Testzelle des G[1X]~Stromes (DF)

P{W, =} = 1— }: i ~1)Dle +
b J”(w_w”l_) S u® (- (- 1)D)g] , (6.18)
w=2 y=1

Ny ist gegeben durch X8 P{W, = ¢} = 1.

Fiir den G,—Strom (DF)

10 bmaz A
PWa =1ty = —02 |u® (et 3. == — e ” DS~ w0 e - (- 1>D>g] . (619)
N, w=2 p=1
N, ist gegeben durch Y ¥5 P{W, = ¢} = 1.
Fiir den Gesamtstrom (DF)
1
P{Wjyg =0} = [Ny Py = €} + 1078 - u® (0)e] (6.20)

Npz)

Ni42) ist gegeben durch B P{(Wyyg =0} =1.

6.2 Die Uberlagerung SSMP[1X1+SSMP2

Das oben dargestellte Verfahren benétigt die Semi-Markovsche Représentation der Uberla-
gerung G;+G,. Fiir zwei DMAPs wurde diese angegeben. Andere SP als DMAPs zur Nach-
bildung der Teilstréme sind natiirlich von Interesse, insbesondere der SSMP(2), da fiir diesen
eine Methode zur Parametrisierung aus Mefidaten bereitsteht [30]. Es gibt einige Hinwei-
se darauf, dafl auch fiir SSMP;(2)+SSMP,(2) eine solche SMP-Darstellung existiert. Die
Arbeiten hierzu sind noch nicht abgeschlossen.
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6.3 Bedingte Verlustwahrscheinlichkeit in einem
ATM-Multiplexer

Infolge der MK (U, Sy, X,) liefert die Methode der Restarbeit einen exakten Algorithmus
zur Berechnung der WKT, dafl "unter der Bedingung, dafi Strom 2 eine Zelle verliert, er
seine nichste Zelle ebenfalls verliert”. Diese bedingte Verlustwahrscheinlichkeit dient fiir
diesen Strom als Schitzwert fiir die Hiufigkeit, mehrere Zellen nacheinander zu verlieren.
Ein solches Verlustereignis kann die Dienstgiite erheblich verschlechtern, auch wenn die (auf
alle Zellen bezogene) Verlust-WKT sehr klein ist. Die in [10] betrachtete bedingte Verlust-
WKT bezieht sich auf einen Gesamtstrom, in dem eine Einzelquelle nicht erkennbar ist,
und ist somit vom Konzept her nur eine Ndherung, s. Abschnitt 4.1.6.

Mit dem Ereignis £(v) :="Eine Zelle von Strom 2 geht bei der v-ten Ankunft verloren”
ergibt sich die bedingte Verlust-WKT zu folgendem Ausdruck (stationirer Fall):

Pytnet = P{E(n+1)|E(n)}+

Z P{g(ﬂ + f), Sn+£,1 € [E{, ceey Sn—H € E”E(TL)} (621)
£=2
Diese unendliche Summe kann durch eine endliche Summe beliebig genau angenéhert wer-
den. Die WKTn P{E(n+¢&), Snye-1 € IEL, ..., Sny1 € IE1|E(n)} in GL. (6.21) ergeben sich
mittels der rekursiv berechenbaren Ausdriicke ©¢(¢, j) := P{Upte = ¢, Spie = J, Snye-1 €
IE,,..., Syt € IE1,E(n)} mit € > 1 aus den Startwerten ©,(¢, j) := P{Un+1 =4{,S5,41 =
E(n)}. Mit der Abkiirzung

I’ik’v{Un—H = 87 Sn+l = ]} = P{Un+1 = €7 Sn—H = j'Un = k» Sn = inn = U}

erhalt man:

el(la‘]) = P{Un-H = l, Sﬂ.-{-l = jyg(n)} =

co ND+D

Z Z Z zk1/{Un+1 = Z Sn+1 = ]}+

i€Ey v=1k=14+ND

R N v—(N+1- Lo . :
+ Z Z Z J?(’U - I)W’(—-f‘—;t) . Z Pik(v—l){Un+1 =4,5.1 = ]}u(k,z)
i€Es n=1 v=N{2—p v k=1+(u—1)D
+ Z Z z v — 1 M

1€E3 v=N+2

Piow-1){Un+1 = £, Sn1 = j}u(0,1)

Die ©¢(¥, j) ergeben sich aus ©,_;(¢, j) fiir £ > 1 gemis

O¢(¢,5) = P{Unye = £, Snte = J, Snte-1 € IE1, ..., Snq1 € [E1,E(n)} =

ND+D oo
=3 S N PuoUnte = £, Snve = j}2(v)O¢1(k,9)
1€lEy k=0 wv=1

Schlieflich ist
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P{E(n+§),5n+§~1 € lEl,. . .,Sn+1 € IEI,S(TL)} =

ND+D N+1 %) uwD
. N w— (N+1-— .
-y Y b+ T Y Y #w-n I S o ke
i€E2 k=1+ND i€Es p=1 w=N+2—p w k=1+(u—1)D
i w—(N+1 .
> w=WtDe, 0,
icE3 w=N+2 w

Der Nenner P{€(n)} in den bedingten WKTn der Gl. (6.21) berechnet sich zu

ND+D

P{&(n }-—Z Z ©4(k, 1)

i€lE k=0

6.4 Das DBMAP,+DMAP,/G/1/N-Wartesystem

Die Uberlagerung DBMAP; +DMAP, ergibt wiederum einen DBMAP, so dafl das DBMAP, +
DMAP,/G/1/N-System mit den in Kapitel 5 bereitgestellten Methoden mit sehr viel ge-
ringeren Modifizierungen behandelt werden kann als bei der Methode der Restarbeit. Die
zu Abgangszeiten eingebettete MK wird nur von dem aus DBMAP; +DMAP; 2 resultlexen—
den DBMAP bestimmt. Seien DBMAP; durch D{), w € INo, b{1),, DO .= yhma "“” D{) und
DMAP; durch c® und D(2 vorgegeben. Fiir den Uberlagerungs-DBMAP, gegebon durch
Dw, w € INp, ZW_OD = D erhilt man mittels des Kroneckerproduktes &

B Dgl) ® C® fiir w =0
D, =4 DO ®C® + DSII ®D® fir1 <w < bl
D) @ D@ fiir w= b} +1 .

Fiir einen allgemeinen DBMAP ist es schwierig den Maximalwert der zu ziehenden Batch-
groBe davon abhingig zu machen, ob DBMAP; allein oder zusammen mit DMAP, Ankiinfte
erzeugt. Ist DBMAP; dagegen ein DMAP1 , so kann diese Kopplung wie in Gl. (6.1) erfolgen
durch

— D{"’ ® C® fir w =0 (6.22)
= D ®C® + DY, © D@ fir 1 < w < b '
mit
w 2 (1 (1)
@ _ J z(w)D® w>0 o) _ J Z(w)DW w >0
D,’ = { cm w=0 und D," = c® w=0

Genauso wie in Gl (6.14) konnen Belegungen nach Ankiinften von Strom 1, Strom 2 oder
beiden Stromen getrennt behandelt werden. Fiir AF erhélt man

P{L, = p, X,, = w, Ankunft von Strom 1 allein} = gﬂ[DEj) ® C@e
P{L, = p, Ankunft von Strom 2 allein} = E,L[Df)l) ® D®?)e
und

P{L, = p, X, = w — 1, Ankunft von Strom 1 und 2} = yulwzg[D(l') ®D@]e .

Ist Strom 1 durch DMAPEX} gegeben, so entsprechen sich die Ausdriicke (vgl. GL (6.14))
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z(w)£(p,1) und y [DY ® CA)e
L(u,2) und _gi”{D(()l) ® D@e sowie
&(w — 1)L(p, 3) und _y_#lwzz[D,(,,l:)l ®D®e .

Es gelten wieder dieselben Besonderheiten fiir die Auswahl der Testzelle wie in Abschnitt
6.1.4. Fir DF muf Y, geméf Satz 2 um A, geeignet erginzt werden.

6.4.1 Teilstrom-Verlustwahrscheinlichkeiten (AF?)

Die Ausdriicke fiir die Verlust-WKTn haben denselben strukturellen Aufbau wie die Gln.
(6.15), (6.16) und (6.17).

Teilstrom DMAP}"

13 2 w—(N+1-
Pyeriusty = A_ Z Z #‘"‘—UZ
1

y, [P ® C? +1,5,D0% e D@ e (6.23)
p=0 w=N+2—p

w
Teilstrom DMAP,

1
Puoriusiz = Z { Y [Dgu ® D(2)] e+

Nl @ - (N+1-p o
DD w-W+1l-p) y, [1u22D5” @ D@ e (6.24)
p=0 w=N+2—-p w
Gesamtstrom DMAP[IX]%-DMAPZ
1
PVerlust[1+2] = Z[.;;;] {yNﬁrl [Dgl) ® D(z)] e+ Al : PVerlustl } (625)

Die verschiedenen Divisoren sorgen wieder fiir die Einschriinkung auf Ankunftszeitpunkte
des jeweiligen Stromes. Dabei reprisentiert

o A = x(DW — D(()l)) ® (C® + D®)e die WKT, daB eine Testzelle von Strom 1
ankommt,

e A, := (DY @ D®)e die WKT, daB eine Zelle von Strom 2 ankommt und

o Ajyg = 1(DV @ (C® +D®) - D" ® C?)e die WKT, daB der Gesamtstrom, d.h.
wenigstens einer der Teilstrome, eine Ankunft erzeugt.

2DF ergibt sich durch geeignete Erginzung gemif Satz 2.
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6.4.2 Teilstrom-Wartezeiten

Zwar gibt es (bisher) keinen geschlossenen Ausdruck fiir die WF der Wartezeit des
DBMAP/G/1/N-Systems. Jedoch kann fiir den ATM-relevanten deterministischen Bedien-
proze eine Niherung mittels der Belegung angegeben werden, so daf die daraus resultie-
renden Momente obere Schranken derjenigen der Wartezeit sind. Man erhilt dann mit den
Normierungskonstanten N; = 20 o P{W; =¢- D}, i =1,2 (fiir AF)

1[ Vo bsnazl w

P{W,=¢-D}= sz Yoy ( (1>®C(2>)-g+
w=1
o)
maz 1 .
+Z Z Lo—yp+1 ( (1 ) ®D2)) ’ (6'26)
bada
Py =0} =222 ST L Sy (D eD®) | (6:27)
=1 Y =1

6.4.3 Nachbildung von Priorititen

Im ATM-Zellkopf ist ein Bit fiir Prioritéten vorgesehen. Ist das Bit zu 1 gesetzt, so hat die
Zelle in Stausituationen Vorrang. Die Nachbildung priorisierter Zellankiinfte in den obigen
Modellen kann dadurch erreicht werden, daf die Zulassungsposition der Zelle von Strom 2
nicht nach einer Gleichverteilung, sondern gemiSB einer geeigneten anderen Verteilung aus-
gewihlt wird. Diese triigt dann dem Anteil der priorisierten Zellen von Strom 2 Rechnung.
Im Grenzfall, wenn alle Zellen von Strom 2 ein gesetztes Priorititsbit haben, wird die Zelle
von Strom 2 immer als erste zugelassen. Schwieriger wird es allerdings, ein Verdringen einer
schon wartenden Zelle zu behandeln. In [54] wird dafiir eine Néherung angegeben.
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7 Modellgestiitzte Untersuchung
von ATM-Verkehrssituationen

7.1 Validierung der verschiedenen Modelle

Fiir jeden Eingabeprozef}, der sowohl eine Darstellung als SMP als auch eine als DBMAP
besitzt, konnen mit den beiden vollig verschiedenen Verfahren aus Kapitel 4 und 5 die
WF der Belegung und Verlust-WKTn fiir AF und DF berechnet werden. Das liefert eine
gegenseitige " numerisch-analytische” Validierung der implementierten Algorithmen. Insbe-
sondere fiir jeden DMAP!X! existiert immer ein dquivalenter SMPX]. Dieselbe Validierung
besteht fiir das CAC-Modell DMAPY*)+DMAP,/D/1/N hinsichtlich der Teilstrom-WFn der
Belegung und der Teilstromverlust-WKTn.

Tab. 7.1 stellt die Moglichkeiten beider Verfahren gegeniiber. In allen Fillen zeigen die mit
beiden Verfahren berechneten WKTn auch bei sehr kleinen Werten um 10~ hervorragende

Methode der Restarbeit M/G/1-Typ-Wartesysteme

beliebige deterministische Bedienzeiten D > 1

WFn der von jedem Strom gesehenen Belegung

Teilstrom-Verlustwahrscheinlichkeiten

WFn der Wartezeiten jedes Teilstromes —_—

Charakterisierung des Abgangsprozesses
als SMP, Rand- und Verbund-WFn der
Zwischenabgangszeiten

— WFn der Belegung zu
Abgangszeitpunkten und zu beliebigen
Zeitpunkten fiir den Gesamtabgangsstrom

lokaler Korrelationskoeffizient der lokaler Korrelationskoeffizient der
Belegung zu Ankunftszeitpunkten Belegung zu Abgangszeitpunkten und
derjenige der Zwischenabgangszeiten

Rand- und Verbund-WFn der Restarbeit

bedingte Verlustwahrscheinlichkeit fiir S
Strom 2

Der Zustandsraum der Systemmatrix ist
um den Faktor 3 kleiner, daher schneller

Teilstrom-Dienstgiiteparameter sind auch —_
fiir den transienten Fall zugénglich

Tab. 7.1 Vergleich der Méglichkeiten der Methode der Restarbeit und der M/G/1-Typ-
Wartesysteme bezogen auf das DMAP{IX] +DMAP,/D/1/N-System.
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Komplementare-VF der Belegung lokaler Korrelationskoeffizient der Belegung
1g T T T T T T 3 08 3 ¥ ’ ¢ $ T
] e
0.1 RESTART-LRE - 0.7 |
theoretisch ¢ -~ | :
0.01 * 06H n=04 H
0.001 ¢ 05 1]
0.0001 F 3 . i
] 0.4 RESTART-LRE H
le - 05 3 03k theoretisch - -
le — 06 F 1 : I
le — 07 L 0.2  SSMP(GEO,GEO)/D/1/N¢|
le — 08 01 +-N=36D=3,k=06 -
16 — 09 L L 1 L 1 1 1 l = O 1 1 I} L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Belegung « Belegung =

Abb. 7.1 Simulierte und berechnete Verliufe fiir die Belegung

Ubereinstimmung. Fiir double-precision-Zahlen in C-Programmen unterscheiden sich die
numerischen Werte in Exponentialdarstellung mit 16 Stellen nur in den letzten 4 der 15
Nachkommastellen.

Alle berechenbaren WFn (Belegung, Wartezeit, Zwischenabgangszeiten auch fiir zwei un-
terscheidbare Strome) wurden auch mittels Computersimulation im Rahmen von [118] va-
lidiert. Dabei wurden allerdings nur solche Félle erfait, bei denen alle auftretenden WKTs-
werte nicht unter 107° liegen. Andernfalls werden die Simulationsdauern bei weitem zu
grofl. Es wurde gute Ubereinstimmung gefunden.

Auch das RESTART-LRE-Verfahren zur Schitzung sehr seltener Ereignisse aus [109] wurde
zum Vergleich der berechneten Belegungs-WF des SMPX}/D/1/N mit WKTn im Bereich
von 109 herangezogen und dafiir gute Ubereinstimmung gefunden, s. (109} und Abb. 7.1.

7.2 Korrelationseinflufl auf QOS-Parameter eines
Gesamtstromes

In diesem Abschnitt wie auch in den folgenden wird als Eingabeproze§ ein SSMP(GEO,
GEO) verwendet, d.h. die beiden Zustandsverweilzeiten sind geometrisch verteilt.

fuu(k) = fra(k) = (1 — ql)qk-l §
far(k) = fao(k) = (1 — fIz)qic_l fiir k > 1.

Fiir diesen SSMP gibt es eine (einfache) Représentation als DMAP, so daf eine " numerisch-
analytische” Validierung der berechneten WKTn durch Verwendung der in den Kapiteln 4
und 5 gegebenen Formeln moglich ist. Der DMAP ist gegeben durch

_(a O _(1-a O .
C_<O q2> und D—( 0 1_q2> P

Dabei ist p die Ubergangsmatrix der eingebetteten MK

_{ P11 P12
P <P21 Pzz)
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Pyerust einer Testzelle
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:16/
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2
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- ] 4
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Korrelationskoeffizient « Korrelationskoeffizient «

Abb. 7.2 Verlust-WKT sowie Mittelwert und Standardabweichung der Wartezeil einer
Testzelle iiber dem Korrelationskoeffizienten des Eingabeprozesses fir verschiedene Wer-
te von bypay.

Andererseits ist es bei einem SSMP mit zwei Zustdnden leicht moglich, die Korrelation der
Zwischenankunftszeiten mittels der Korrelationskoeflizienten der eingebetteten MK vorzu-
geben. Bei mehr als 2 Zustdnden besteht kein einfacher und eindeutiger Zusammenhang
mehr; insbesondere lifit sich der Korrelationskoeffizient der eingebetteten MK nicht mehr
eindeutig vorgeben, vgl. GL. (3.24).
Als (monoton fallende) WF der Batchgréfle dient eine abgeschnittene geometrische WF

z(v) = 1;51"(1;"1, 1 <v < bpag

1-— quar

Fiir die stationire Lésung der eingebetteten MK wird P = (0.3,0.7) festgelegt. P-p = P,
liefert Pip;y = Pypo;. Der Korrelationskoeffizient « wird vorgegeben durch k = 1—pj2—pa1 =
1 — pi2/Ps, d.h. er bestimmt pjp und damit p vollstindig. Wegen der Wahl von P mit
P, < Py kann k in [~%, 1] variiert werden. Nur fiir P; = P, = 0.5 ist £ = —1 moglich. Das
resultierende Angebot ergibt sich wegen der Batch-ZV zu n = E[X] - D/E[A].
Um das Angebot und den Korrelationskoeffizienten von p vorgeben zu kénnen, werden die
Parameter ¢;, i = 1,2, die die Zustandsverweilzeiten bestimmen, aus E[A] = PE[AM)] +
PyE[A®)] = E[X] - D/n mit der sog. ”balanced-mean”-Bedingung [32] P,E[A®)] = 0.2 -
PyE[A®)] festgelegt. Dabei bedeutet A® die Zustandverweilzeit im Zustand ¢ = 1,2, und
wegen der geometrisch verteilten Verweilzeiten ist E[A®] = 1/(1 — ¢) und Var[A®] =
g:;/(1 — q;). Corr[A,, An41] und & sind nach GI. (3.25) wie folgt verkniipft:

P Var[AD] + P2Var[A(2)]) -

Comlnen, Anl = (1 P P(E[A0] - E[A®))?

Der Proportionalititsfaktor hingt somit auch vom Angebot ab!, hier aber sehr schwach.
In den Diagrammen in Abb. 7.2 wird bei n = 0.5 und E[X] =~ 1.6 (d.h. ¢, = 0.4) fiir die

Dies ist auch der Fall, wenn die ¢; vorgegeben werden und damit aus E[A] = P; E[AM]+ P,E[A®] und
dem Verkehrsangebot die WKTn P; und P, = 1 — P; bestimmt werden. Dann kann sich aber der mégliche
Bereich fiir £ verkleinern.
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Py Verlust P Verlust
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Abb. 7.3 Verlust-WKTn der Teilstrome Abb. 7.4 Verlust-WKTn der Teilstréme
und des Gesamtstromes tiber dem Korre- wund des Gesamtstromes iber dem Korrela-

lationskoeffizienten von Strom 1 bei my =  tionskoeffizienten von Strom 2 bein, = 0.3,
03, m =02, N=30,D =4undun- 1o = 02, N = 30, D = 4 und un-
korreliertem Strom 2. korreliertem Strom 1.

drei Werte b, = 4, 8,16 die Abhingigkeit der Verlust-WKT einer Testzelle vom Korrela-
tionskoeflizienten dargestellt. b,,,, reprisentiert dabei die Anzahl von Eingangsleitungen,
die Zellen produzieren, die auf dieselbe Ausgangsleitung vermittelt werden.

Abb. 7.2 148t erkennen, daff die positive Korrelation im Eingabeproze einen erhebli-
chen Einflufl auf alle drei Dienstgiiteparameter (Verlust-WKT, mittlere Wartezeit und ihre
Standardabweichung als Ma#$ fiir Verzégerungsschwankungen) hat. Am empfindlichsten ist
die Verlust-WKT. Trotz gleichen Angebotes verschlechtert eine griflere Maximalzahl von
gleichzeitig ankommenden Zellen die Dienstgiite. Je grofler diese Maximalzahl, desto mehr
wird der Einflu} der Korrelation verdeckt.

Wenn man Einzelquellen annimmt, die fiir sich genommen unkorreliert sind, in der Uber-
lagerung aber auf einen (positiv) korrelierten Strom fiihren, so belegen die numerischen
Ergebnisse den negativen Einfluf der Korrelation, die zwangslaufig mit der Uberlagerung
von unabhéngigen Quellen entsteht [119].

7.3 Korrelationseinflu3 auf die QOS-Parameter der
Teilstrome

Nun werden zwei Strome iiberlagert. Der Korrelationskoeffizient eines der Strome wird
variiert und der andere Strom unkorreliert gehalten. Wiederum wirkt sich eine positive
Korrelation in einer Vergréferung der Verlust-WKTn beider Stréme aus. Dabei ist der Ein-
flul der Korrelation im DMAPQX]—Strom natiirlich erheblich héher, da auch das Teilangebot
m = 0.3 hoher gewihlt ist (Abb. 7.3). Der EinfluB der Korrelation des zweiten Stromes
DMAP;, ist nur merklich (Abb. 7.4), wenn das Angebot dieses Stromes nahe bei dem des
ersten Stromes liegt.

Mit diesen Ergebnissen kann gefolgert werden, da8 fiir die Zulassung einer ”groien”, po-
sitiv korrelierten Quelle (z.B. eine Videoquelle) die Einbeziehung eines Schétzwertes fiir
seine Korrelation erforderlich ist. Gerade am Eingang der TeilnehmeranschluBleitung des
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empfangenden Teilnehmers, die nur geringen ”existierenden Verkehr” aufweisen diirfte und
wo die Leitungsbitrate von 600 auf 150 Mbit/s fillt — hier durch D = 4 nachgebildet —,
kann also der Korrelationseinfluf§ erheblich sein. Die Berechnungen beziehen sich auf AF
und benutzen den SSMP(GEO,GEO) aus dem letzten Abschnitt fiir beide Eingabestrome.

7.4 Korrelation des Abgangsstromes

Ein Grund fiir die Notwendigkeit, korrelierte Eingabeprozesse bei der Modellierung von
ATM-Multiplexern zu beriicksichtigen, ist die Tatsache, da§ der Abgangsstrom eines Mul-
tiplexers korreliert ist. Ein solcher Abgangsstrom bzw. ein Teil davon, tritt in einem nach-
folgenden Multiplexer wieder als Eingabeprozef auf.

Das M/G/1-Typ-Wartesystem erlaubt auch die Untersuchung des Abgangsstromes. Abb.
7.5 zeigt den globalen Korrelationskoeffizienten der Zwischenabgangszeiten in Abhéingigkeit
des Angebotes fiir je zwei Werte des Korrelationskoeffizienten der Zwischenankunftszeiten
(k= 0.2, d.h. Corr[A,, Apnt1] = 0.02 und k = 0.8, d.h. Corr[A4,, A,+1] = 0.08) und der An-
zahl by,4, gleichzeitig ankommender Zellen. Wie zu erwarten ist, stimmt Corr[E,, E,, ] bei
kleinen Angebotswerten mit Corr[A,, A,1] iiberein, da das Wartesystem das ” Gefiige” der
Zeiten zwischen zwei Zellen kaum verdndert. Mit wachsendem Angebot wird der Zellenstrom
durch das Wartesystem merklich beeinflufit (z.B. Zellenverlust), was sich auch in einem stei-
genden Korrelationskoeffizienten der Zwischenabgangszeiten ausdriickt. Die Ahnlichkeit der
Zwischenabgangszeiten nimmt mit steigendem Angebot zu: Je hoher das Angebot, desto
haufiger befindet sich das System in der Betriebsperiode, in der mit konstantem Zeitab-
stand Zellen das System verlassen. Erstaunlich ist allerdings der Abfall von Corr[E,, E, 1]
fiir Angebotswerte gréfier 1. Im unendlichen Wartesystem wiirde sich ab einem solchen
Angebot eine unendliche Warteschlange bilden. Der Abgangsproze wire streng determi-
nistisch. Hier dagegen gibt es weiterhin Freiperioden, allerdings mit wachsendem Angebot
immer seltener. Dennoch ist der Abgangsstrom auch hier praktisch ”deterministisch”. In-
tuitiv wiirde man also einen weiteren Anstieg mit 1 als Asymptote erwarten. Aber ist ein
deterministischer ProzeB korreliert mit Koeffizient 1 ?? Ein anderer Standpunkt wire es,
”deterministisch” als Grenzfall eines Erneuerungsprozesses aufzufassen, der (immer) un-
korreliert ist. Damit wiirde sich das Abfallen erkliren: Je héher das Angebot, desto niher
kommt der Abgangsprozef einer deterministischen Folge.

Wie schon bei anderen Zufallsgrofien beobachtet, wichst auch Corr[E,, E, ] mit , wihrend
die Batchgrofie eine abschwichende Wirkung hat.

In [56] werden auch lokale Korrelationseigenschaften untersucht.

7.5 Effektive Bandbreite

Die numerischen Ergebnisse der bisherigen Abschnitte machen deutlich, da$ (bei sonst glei-
chen Stromeigenschaften, z.B. unveranderter Ankunftsrate) positive Korrelation in einem
der Stréme die Dienstgiiteparameter beider Strome in einer Uberlagerung verschlechtern
kann gegeniiber dem unkorrelierten Fall. Die Korrelation der Strome des existierenden Ver-
kehrs wie auch diejenige der neu hinzukommenden Verbindung sollte daher von der Ver-
bindungsannahmesteuerung in der Annahmeentscheidung beriicksichtigt werden.

?Eine MK mit 2 Zustéinden (0 und 1) hilft hier nicht weiter: Sie liefert bei einem Korrelationskoeffizienten
von —1 die (deterministische) Folge ...010101..., bei einem Koeflizienten von 1 dagegen ...000000...
oder ...111111..., je nach Startwert.
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Abb. 7.5 Der Korrelationskoeffizient der Zwischenabgangszeiten in Abhdngigkeit des An-
gebotes fiir zwei verschiedene k des Eingabeprozesses und zwei verschiedene Batchgrifen.

Das Konzept der effektiven Bandbreite beriicksichtigt implizit Korrelationen. Nach [100]
ist die effektive Bandbreite Cegr(Pveriust, V) eines Ankunftsprozesses definiert als diejenige
Abgangsrate eines (fiktiven) Wartesystems mit deterministischer Bedienzeit und Puffer-
platzzahl N, bei der der Ankunftsprozef} die vorgegebene Verlust-WKT Pueriuse erfahrt.
Betrachtet wird nun der Multiplexer am Eingang eines Teilabschnittes des untersuchten
Weges, auf dem die neue Verbindung um Zulassung nachfragt. Die Warteplatzzahl sei V.
Mit Hilfe eines (fiktiven) Wartesystems dieser PuffergoBe wird zunéchst die effektive Band-
breite sowohl des existierenden Verkehrs wie auch der neuen Verbindung bestimmt. Ist die
Summe beider Raten nicht groSer als die Zellrate der Leitung des betrachteten Teilabschnit-
tes, so kann die neue Verbindung zugelassen werden, andernfalls nicht.

Die Giiltigkeit dieses Vorgehens wird mittels eines Modellprozesses verifiziert. Die Er-
gebnisse dieses Abschnittes wurden fiir AF gewonnen. Es sind die Strome DMAng und
DMAP, vorgegeben. In zwei Wartesystemen DMAPEX] /D/1/Ny und DMAP,/D/1/Ny wird
fiir Pyerust < 1077 die jeweilige Abgangsrate C’é? bestimmt. Dann wird der Summenprozef§
in ein Wartesystem DMAP(lX]-FDMAPz /D/1/ Ny eingespeist, wobei jetzt die Abgangsrate zu
C’é;f) + C’é? gewihlt wird. Es zeigt sich, daff die Verlust-WKTn sogar kleiner sind als dieje-
nigen der Teilstréme bei Bestimmung der effektiven Bandbreite.

Eine Vergroferung der Rate des Bedienprozesses im zeitdiskreten Wartesystem ist (hier) nur
sinnvoll moglich, wenn die deterministische Bedienzeit groff genug gewihlt ist: Fiir D = 2
kann die Bedienrate nicht mehr sinnvoll vergroBert werden, da nur noch die Halbierung
bleibt.

Daher wird die Abgangsrate fiir ein geniigend grofies D bestimmt durch Variieren des
Angebotes durch den Faktor « in beiden DMAPs, der Corr[Ay, An+1] nicht tangiert:

[ 1—aq 0 _[oq O )
C_< 0 l—aqz) D_( 0 aqz>p
Abb. 7.6 zeigt den Verlauf von Pyerust als Funktion von D bei festem Angebot. Ab D = 80

ist Pvyeriust Dicht mehr von D abhéngig. )
Tab. 7.4 zeigt die resultierenden Verlust-WKTn bei Uberlagerung der beiden Strome in ei-
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Tab. 7.2 Verlust-WKTn bei Abgangsrate
1/D fir Strom 1. ¢ = 0.9, ¢ = 0.3,

Corr[Ap, Any1] = 0.029, \/Var[A]/E[4] =
1.55, bynaa = 4, E[X] = 1.56, N = 30.

Tab. 7.3 Verlust-WKTn bei Abgangsrate
1/D fir Strom 2. ¢ = 0.9, ¢ 0.3,

Corr[An, Apt1] = 0.029, (/Var[A]/E[A] =
1.55, N = 30.

nem Wartesystem mit einer Abgangsrate, die der Summe der effektiven Bandbreiten beider
Strome entspricht.

Natiirlich belegen die obigen Ergebnisse nicht, daf§ die effektive Bandbreite immer korrekte
Annahmeentscheidungen liefert. Eine theoretische Abschitzung wire hier aussagekriftiger.
Bisher wurden theoretische Betrachtungen nur zu unendlichen zeitkontinuierlichen Warte-
systemen gemacht [100, 66, 102, 35] (” fluid flow’-Modell, Poisson-Eingabeprozef,, MMPP),
die diese universelle Eigenschaft der effektiven Bandbreite auch fiir endliche Wartesysteme
und damit fiir den technisch relevanten Fall vermuten lassen.

Auch fiir grolere Verlust-WKTn und kleinere Warteplatzzahl (N = 10, Pyerust < 107%) er-
geben sich fiir die Uberlagerung bei effektiver Bandbreite als Abgangsrate Verlust-WKTn
der Teilstrome im Bereich der Werte, die fiir jeden Einzelstrom zur Ermittlung der effektiven
Bandbreite festgelegt wurden.

7.6 Einflul der Teilangebote auf Verluste

Zur Untersuchung des Einflusses des Angebotsverhiltnisses wird von zwei bis auf das je-
weilige Angebot gleichen Stromen ausgegangen (k) = x(®) ="0.2, kein Batch). Das Ge-
samtangebot wird konstant bei 0.8 gehalten und das Angebotsverhiltnis 7, /7, verindert,
s. Abb. 7.7. Es zeigt sich, daf§

e der schwiichere Strom eine leicht hohere Verlust-WKT erfihrt, wihrend diejenige
des stirkeren Stromes sich schliefllich dem Wert annihert, den ein Einzelstrom mit
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effektive Bandbreite

Strom 1 Strom 2 Strom1+2 Pvyertust1 Pyertust2
1/100 1/100 1/50 9.14e-11 3.82e-11
1/200 1/100 1/66 8.16e-11 3.55e-11
1/67 1.14e-10 5.01e-11

1/100 1/200 1/66 7.22e-11 2.87e-11
1/67 9.42e-11 3.77e-11

1/400 1/80 1/66 8.87e-11 4.06e-11
1/67 1.29¢-10 6.0e-11

1/400 1/200 1/133 9.99e-11 4.43e-11
1/134 1.18e-10 5.24e-11

1/400 1/800 1/266 8.49e-11 3.35e-11
1/267 9.08e-11 3.5%-11

1/800 1/400 1/266 1.01e-10 4.45e-11
1/267 1.09e-10 4.85e-11

1/1000 1/800 1/444 9.53e-11 3.93e-11
1/445 9.99e-11 4.13e-11

1/1000 1/1000 1/500 9.39e-11 3.76e-11
1/2000 1/800 1/571 1.09e-10 4.89%-11
1/572 1.14e-10 5.10e-11

Tab. 7.4 Verlust-WKTn fir beide Strome in der Uberlagerung in einem Wartesystem mit
Cé}f) + Céff’ als Abgangsrate, N = 30.

Angebot 0.8 allein erfahrt,
e die Verlust-WKTswerte beider Stréme nicht um Gréﬁenordnuhgen auseinanderliegen,
o die Verlust-WKT des Gesamtstromes sehr nahe an der des stérkeren Stromes liegt.

Dies deutet darauf hin, daf§ die Mischung von Strémen unterschiedlicher Dienstgiiteanforde-
rungen (etwa Video mit Daten, d.h. geforderte Verlust-WKTn von 107 bzw. 107%) in dem-
selben Multiplexer ohne Priorisierung von Zellen des sensibleren Stromes und bei Garantie
der Dienstgiiten beider Strome nur moglich ist, wenn fiir beide Stréme etwa die Verlust-
WKT von Videoverkehr (107°) eingehalten wird. Stréme unterschiedlicher Dienstgiitean-
forderungen konnen mittels der VCI und VPI unterschieden werden. Andererseits zeigt die
Angebotsabhingigkeit der Teilstrom-Verlust-WKTn, dafl zur Dienstgiitegarantie in einer
Mischung aus einzelnen Stromen derselben Dienstklasse (aber mit unterschiedlichem Ange-
bot) zusitzliche Mafinahmen erforderlich sein kénnen, um fiir alle beteiligten Strome dieser
Klasse die (gleichen) Verlust-WKTswerte zu garantieren.

7.7 Gleichzeitigkeit von Ankiinften und Abgingen

Von Interesse aus Sicht der Wartesystemtheorie ist die Frage, mit welcher WKT Ankiinfte
und Abginge im zeitdiskreten Wartesystem gleichzeitig stattfinden. Im zeitkontinuierlichen
Fall ist diese WKT immer Null. Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 4.1.7 bzw. 5.1.6
lassen sich fiir die bisher verwendeten Beispiele diese WKTn numerisch bestimmen. Sie
ergeben sich (bei den berechneten Beispielen) als kaum abhingig von der Warteplatzzahl
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(N > 10). Sie sind etwa umgekehrt proportional zur Bedienzeit (bei festem Angebot) (Abb.
7.9) und steigen mit wachsendem Angebot an (Abb. 7.8). Die niherungsweise bestehen-
de Unabhéngigkeit von der Warteplatzzahl erklirt sich bei hohem Angebot dadurch, daf§
Abgénge fast immer im Abstand der deterministischen Bedienzeit erfolgen und die Anzahl
der Ankiinfte natiirlich nicht von der Warteplatzzahl abhéingt. Bei niedrigem Angebot, d.h.
langen Freiperioden, konnen Abginge und Ankiinfte nur gleichzeitig auftreten, wenn sich
eine (kleine) Warteschlange bildet. Diese wird aber von der Zahl der Warteplitze kaum
beeinflult. Die WKT gleichzeitiger Ankiinfte und Abgénge sinkt, je niher man dem reinen
Verlustsystem kommt (N < 8).
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7.8 Schnelle Algorithmen fiir Markov-Ketten

Alle Modelle dieser Arbeit fiihren schliefilich auf MKn. Thre Zustands-WKTn werden be-
notigt, um Dienstgiiteparameter zu berechnen. Fiir die Analyse des stationdren Falls wird
insbesondere die stationire Losung der MK bendtigt. Der Vektor P der stationiren Zu-
stands-WKTn ist bestimmt durch die Ubergangsmatrix p mit

P.-p=P, Pe=1 (7.1)

Wenn die Losung existiert, kann sie (nach Erzeugung der Koeffizientenmatrix des re-
sultierenden linearen Gleichungssystems) mittels Gauff’scher Elimination oder sog. LU-
Zerlegung® [39] gewonnen werden. Dabei ist zu beachten, dafl Gl. (7.1) (redundant) iiber-
bestimmt ist.

Sehr viel einfacher ist der folgende Algorithmus, der unmittelbar mit der Ubergangsmatrix
arbeitet. AuBlerdem hat er die wichtige Eigenschaft, daf in jedem Iterationsschritt aus-
schlieBlich positive Zahlen erzeugt werden, da keine Subtraktionen auftreten. Dadurch sind
auch die Losungen positiv. Beim Gauf-Algorithmus oder der LU-Zerlegung konnen durch
Subtraktionen dem Betrag nach sehr kleine negative Zahlen entstehen, die als WKTn keinen
Sinn ergeben. Fiir die Bestimmung von WKTn in der Gréfienordnung von 1079 sind solche
Resultate unbrauchbar, auch wenn die gefundene Losung mit einigen negativen Zahlen die
Gleichungen sehr gut erfiillt.

7.8.1 Der Algorithmus von Grassmann et al. (1985)

Sei p = (pij)o<i,j<m die Ubergangmatrix einer irreduziblen MK. Dann erhélt man die sta-
tionédre Losung P = P - p durch folgenden

Algorithmus
1. Fiir alle 0 < p,v < m setze a,, := Puu-

2. Fir v =m,m —1,...,1 berechne folgendes:
S = ]”;3 Qyj.
ay = a, /S fir0<i<v-1
Aij = Q5 + QipQyj fir0<ij<v-1L

3. TOT :=1,r9 := 1.
4. Fiir j =1,2,...,m berechne:
i = Sl reags.
Setze TOT :=TOT + ;.
5. Dann ist P; = r;/TOT fiir 0 < j <m.

Der Algorithmus verindert die Eintrige der Matrix (a;;). Um die gefundene Lésung noch-
mals durch Einsetzen iiberpriifen zu konnen, ist Schritt 1. erforderlich. Eine detaillierte
Begriindung des Algorithmus findet sich in [43].

3Die LU-Zerlegung einer Matrix bezeichnet ihre Darstellung als Produkt aus einer unteren und einer
oberen Dreiecksmatrix.

In [43], p. 1112 findet sich ein kleiner Druckfehler: Anstelle von r; = ao; + Zi;:} rrag; muB r; =
Z{C;S Trak; erscheinen. Der Summand ao; ist schon in der Summe iiber k beriicksichtigt wegen o = 1. Nur
mit dieser Korrektur arbeitet der Algorithmus korrekt.
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7.8.2 Erweiterung des Grassmann-Algorithmus auf
Blockmatrizen

In [70] wird der obige Algorithmus verallgemeinert auf den Fall von Blockmatrizen. Solche
treten bei allen in dieser Arbeit behandelten Modellen auf. Durch Verwendung der Block-
matrizen kann sich eine erhebliche Beschleunigung ergeben. Ungiinstig sind jedoch die an
die Stelle der Zahlendivisionen tretenden Multiplikationen mit invertierten Matrizen. Zum
einen ist die Matrixinversion selbst rechenaufwendig®. Andererseits fiihren Standardverfah-
ren zur Invertierung Subtraktionen aus®, so daf die im Verlauf des Algorithmus invertierten
Matrizen, obwohl sie theoretisch nur positive Eintrige haben sollten [70], p. 166, hiufig diese
Eigenschaft durch Rundungsfehler verlieren. Dieses Problem tritt beispielsweise bei den Be-
rechnungen in Kapitel 8 fiir grole Warteplatzzahlen auf, wenn die Erweiterung von Kramer
auf die folgende Blockmatrix vom M/G/1-Typ angewendet wird.

7.8.3 Anpassung des Kramer-Algorithmus an
M/G/1-Typ-Matrizen

Die folgende Ubergangsmatrix mit Blockstruktur tritt in Kapitel 8 auf:

Dy Dy D, --- Dy Dyy
Dy Dy D; - Dy  Dyyy
0 Dy D, --- Dy, Dy
Q= 0 0 D; --- Dy, Dy, (7.2)
0 -~ .- 0 D, D
mit ﬁk =32, D; und den (m x m)-Matrizen D;, : € INy.  Die stationire Lésung
(g, 2y, -, Zyyq) erfiillt die folgenden Gleichungen:
k+1
GL [k]fir 0 <k < N: z = 20D + 3 2;Dip1s (7.3)
=1
. N+1
GL|N+1} zyy =2Dnii+ Y 2Dyios (7.4)
i=1

Lost man die Gl. @ nach z, auf und ersetzt damit in den verbleibenden Gleichungen z;,
und wird so mit Gl. , k=1,2,...,N + 1 weiterverfahren, d.h. nach z; aufgelést und

in den verbleibenden Gln. , ey z; ersetzt, so erhdlt man schliefllich ein

Gleichungssystem folgender Form:

Ty = QlDo(I - DO)‘1 (7.5)
g =z Do(l- MM ) 1<k <N (7.6)
Ty = Ty ML) (7.7)

Darin sind die Matrizen M§N+2_k), k =1,...,N +1 durch die folgende Prozedur zu ge-
winnen, die fiir jedes k weitere k — 1 Matrizen M§N+2_k), i =2,...,k benotigt:

®Die Anzahl der Operationen wichst kubisch mit dem Matrixrang.
SIn [93] wird die LU-Zerlegung als die giinstigste Methode zur Invertierung empfohlen.
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Prozedur: Beginne mit den N + 1 Matrizen

{Mf-N“) =D;+Do(I-Dp)"'D; , 1<i<N (7.8)
M{" = D1 + Do(I = Do) "Dy '
und speichere MgN“) in dem zwei-dimensionalen Feld F;.
Berechne dann fiir k = N, N — 1,...,2 die £ Matrizen
{ Mﬁz) = D;+Do(I- M&’;“l))*Mggll) . 1<i<k-1 (79)
MY = Dy, + Dy(I -~ M) 1My

und speichere MZ(-k) in FiyNt1-k, wodurch die Matrizen des vorherigen Schrittes bis
auf Mgk“) alle iiberschrieben werden. Mgkﬂ) bleibt dagegen in Fy 1k gespeichert.

Fiir k = 1 berechne M{" = D; + Dy(I - M{®)~'MY.

Nach [70] ist Mgl) stochastisch und irreduzibel, wenn dieses auch fiir Q gilt.

Der Grassmann-Algorithmus kann auf Gl. (7.7) angewendet werden und liefert eine stocha-
stische Losung fiir M(ll)7 die ein Vielfaches von zy,; ist. Sukzessives Berechnen der Gln.
(7.6) und (7.5) ergibt ein Vielfaches der stationéren Losung (zo,...,Zy4;), die schlieflich
durch Normierung gewonnen wird.

Mit der oben beschriebenen Speichermethode bendtigt man bis auf geringen Speicherplatz
zur Berechnung der Matrixprodukte und der Invertierten nur Speicher fiir N +1 (m x m)-
Matrizen. Nach Abschlufl der Prozedur befinden sich die M(lkﬂ) in den Feldern Fy g,
1 < k < N, von wo sie fiir die Berechnungen in (7.6) und (7.5) abgerufen werden konnen.
Fiir die Berechnungen in Kapitel 8 ist ein Haushalten mit den Speicherressourcen sehr
wichtig, da die Phasenzahl der verwendeten DMAPs gerade mit der untersuchten Peri-
odenlinge iibereinstimmt. Bei dem in [9] vorgeschlagenen Verfahren, das etwa ebensoviel
Speicher benétigt und nicht schneller ist als das oben beschriebene, wird die Situation
groBten Speicherbedarfs erst am Ende der gesamten Berechnungen erreicht, wahrend dies
hier gleich zu Beginn der Fall ist. Das erleichtert abzuschitzen, ob der zur Verfiigung ste-
hende Speicher fiir die Berechnung ausreicht.

Der so gewonnene Algorithmus war bei den Berechnungen in Kapitel 8 fiir N > 30 und zwei
iiberlagerte Videoquellen nach Tabelle 8.1 numerisch nicht mehr stabil. Mit kleinen Ande-
rungen kann die obige Prozedur auch auf die Ubergangsmatrizen, die aus den SM-Kernen
gemif den Abbn. 5.2 und 5.3 fiir das DBMAP/G/1/N-Wartesystem folgen, angewendet
werden. Dort ist die Beschleunigung anteilméifig geringer, weil bei grofien Phasenzahlen die
Erzeugung der Blockmatrixeintige Ay und By schon recht zeitintensiv ist.
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8 Analytische Modelle fiir VBR-
Videoquellen mit periodischer
Korrelationsfunktion

8.1 Messungen an Videoquellen

Vom ATM-Konzept erwartet man fiir die Dauer der Ubertragung von Videosignalen eine
gleichbleibend gute Bildqualitit, da das statistische Multiplexen variable Bitraten (VBR)
zulaflt. Bei Video-Codecs mit konstanter Ausgangsbitrate, wie sie in STM-Netzen gefordert
wird, muf} auf einen groberen Quantisierer umgeschaltet werden, wenn bei einem Szenen-
wechsel die Differenzinformation zu groB wird. In dieser Ubertragungsphase verringert sich
die Bildqualitét [68], p.834 .

Die meisten Untersuchungen zur statistischen Natur von VBR-Videoquellen gehen von der
Annahme aus, daf§ ein ganzer Videorahmen (d.h. ein Bild) erst zwischengespeichert wird
und dann Zellen mit konstanter Rate gesendet werden. Damit ergibt sich fiir die Dauer ei-
nes Rahmens eine konstante Zellrate [10, 110, 89, 78]. AuBerdem resultiert dann ein Verlauf
der Autokorrelationsfunktion der Bitrate, bzw. der Anzahl der in einem geniigend klei-
nen Meflintervall erzeugten ATM-Zellen, der recht gut als negativ-exponentiell angenahert
werden kann. Dies erkldrt sich dadurch, daf8 periodische Schwankungen der Korrelations-
funktion, wie sie infolge von Ahnlichkeiten zwischen benachbarten Bildzeilen (sog. ”spatial
correlation”) und Ahnlichkeiten zwischen entsprechenden Bildbereichen in zeitlich aufein-
anderfolgenden Rahmen (sog. ”temporal correlation”) zu erwarten sind, durch die Zwi-
schenspeicherung (” Frame-Buffering’) absorbiert werden.

Ohne Frame-Buffering ergeben sich mefbare Periodizitdten in der Korrelationsfunktion der
Anzahl von Zellen innerhalb des Meflintervalls [90, 46]. Bei der in [90, 46] gewiihlten Linge
des MeBintervalls geht diese Periodizitit auf Ahnlichkeiten zwischen benachbarten Rah-
men zuriick. Dagegen verschwindet die periodische Struktur in der Korrelationsfunktion
der Zwischenankunftszeiten ohne Frame-Buffering fast vollstindig [90].

Zur Nachbildung der Quelleneigenschaften wird in [46] ein (modifizierter) ARMA-Prozef§
(Auto-Regressive Moving Average) eingesetzt. Es konnen die Modellparameter so ange-
paBit werden, dafl Mittelwert, Varianz und Korrelationsfunktion des SP der Anzahl von
Zellen innerhalb eines Meflintervalls mit den Werten der realen Quelle gut {ibereinstimmen.
Der MeBaufbau besteht dabei aus einem Videocodec, der seine Zellen auf eine 150-Mbit /s-
Leitung einspeist. Das Meflintervall entspricht der Linge von 64 ATM-Zellen auf dieser
Leitung. Fiir drei verschiedene Szenen wurde die Korrelationsfunktion in guter Uberein-
stimmung rekonstruiert. Zwei davon sind in Abb. 8.1 und 8.2 dargestellt. Leider sind
Wartesysteme mit ARMA-Eingabeprozef analytisch bisher nicht fabar. Man mu#$ also zur
Leistungsbewertung von Videoverkehr in ATM-Multiplexern auch mit diesem Modell auf die
Computersimulation zuriickgreifen. Ferner sind die Verlust-WKTn fiir Videoquellen (10~°)
simulativ ohne spezielle Verfahren der Schitzung sehr seltener Ereignisse nicht bestimmbar.
Daher beschrinkt sich [46] auch auf die simulative Untersuchung der Wartezeiten. Details
iiber ARMA-Modelle finden sich in [11, 24].
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Abb. 8.1 Gemessene (und mittels ARMA-Prozef nachgebildete) Korrelationsfunktion der
Anzahl von Zellen der VBR-Video-Szene "head and shoulder scene” ztiert nach [46].

In [23] wird der Versuch unternommen, Videoquellen mittels eines GMDP (Geometrically
Modulated Deterministic Process) nachzubilden. Ein Wartesystem mit GMDP-Eingabe-
proze} ist der analytischen Betrachtung zugénglich. Die Autoren berichten aber, daf§ der
GMDP sich als ungeeignet herausstellt, weil er das periodische Verhalten der Korrelations-
funktion nicht nachbilden kann, sondern wieder nur den negativ-exponentiellen Abfall wie
in Modellen fiir Videoquellen mit Frame-Buffering.

Im vorliegenden Kapitel wird die Eignung des DMAPI] zur Nachbildung der in [90, 46] ge-
messenen Eigenschaften von Videoquellen untersucht. Obwohl es hier um eine Einzelquelle
geht, wird die Batch-ZV mit einbezogen. In [90] findet sich eine gemessene WF fiir die
Anzahl von Zellen im MeBintervall, die mittels z(v) direkt ins DMAP™]-Modell eingehen
kann.

Die Periodizitit der Korrelationsfunktion wird erreicht, indem der MK der Phasen des
DMAP periodische Zustédnde gegeben werden.

Eine analytisch einsetzbare Représentation der Videoszenen, die gleichzeitig ein Mefinter-
vall der Gréfle von 64 ATM-Zellen, die gemessene WF der im Mefintervall erzeugten Zellen
und die gemessenen Spitzenwerte der Korrelationsfunktion bei einer Periode von 325 Mefin-
tervallangen beriicksichtigt, ergibt sich leider nicht. Dies liegt in der Hauptsache daran, daf§
fiir eine Periode der Linge 325 mindestens 325 Phasen vorgesehen werden miissen. Bei einer
Uberlagerung von zwei DMAPs dieser Phasenzahl erhielte man schon eine MK mit wenig-
stens 105625 Phasen. So grofie Zustandsriume sind numerisch kaum behandelbar. Dennoch
kann fiir sehr viel kleinere Perioden der Einflufl der periodischen Korrelationsfunktion im
Vergleich zum nicht-periodischen Verlauf in Modellen mit Frame-Buffering studiert werden.
Fiir diesen Vergleich wird das DBMAP /D/1/N-Wartesystem fiir D = 1 und DF-Regel ver-
wendet, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben.

Die numerischen Ergebnisse deuten an, daf gerade negative Werte der Korrelationsfunktion
zu Beginn der ersten Periode die Dienstgiiteparameter gegeniiber dem Fall mit Frame-
Buffering erheblich verringern. Daraus ist zu schlieBen, daf§ die periodischen Schwankungen
in der Korrelationsfunktion, die durch Frame-Buffering unterdriickt werden, durchaus von
Vorteil sein kénnen. Ein anderer Nachteil des Frame-Buffering ist bekanntlich die zusatzli-
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Abb. 8.2 Gemessene (und mittels ARMA-Prozef nachgebildete) Korrelationsfunktion der
Anzahl von Zellen der VBR-Video-Szene "low-flying aircraft scene” zitiert nach [46].

che Verzdgerung des Signals infolge der Zwischenspeicherung eines ganzen Videorahmens.
Es werden erst Zellen abgeschickt, wenn der Rahmen komplett gespeichert ist. Diese zusétz-
liche Verzogerung wiirde fiir den in {90, 46] verwendeten Codec 40 ms (etwa 1365 Zellen
bei einer Informationsfeldlinge von 48 byte) ausmachen. Ein Grund fiir die Wahl relativ
kleiner Zellen bei ATM war die Begrenzung der Verzégerung bei Paketierung [26].
Besonders giinstig wiire somit eine Kodierung, die negative Werte der Korrelationsfunktion
zu Beginn der ersten Periode erzeugt. Solche wurden in [90, 46] gemessen.

8.2 Die Korrelationsfunktion der Anzahl von
Ankiinften eines DMAPX!

Mit der Korrelationsfunktion Corr(h) ist der Korrelationskoeffizient als Funktion seiner
Ordnung gemeint. Bedeutet "NV, die Anzahl der Zellen, die im Intervall (t;t + 7] erzeugt
werden, so ist

E[N: - Nigns] — B[N
E[VT -E TN,
Es wird also die Anzahl der Ankiinfte im Intervall (¢;¢ + 7] zu derjenigen im um h In-

tervallingen 7 verschobenen Intervall (¢ + h7;t + (h + 1)7] in Beziehung gesetzt. Die drei
bestimmenden Erwartungswerte in Gl. (8.1) ergeben sich nach Abschnitt 3.5.1 zu

Corr(h) =

(8.1)

E[N: Niw| =1 [i UP(U,T)} (C + D)7 [i wP(w, 7')] e=
v=1 w=1
=[x [D i(c + D)"’] (C + D)7 [i(c + D)"‘D] e (8.2)
E['N?] = 2[z(V)%zD f i(c +D)De+zPraDe (8.3)

i=0 £=0
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E[N,] =7"7rDe . (8.4)

Mit 7(C + D) = 7 und (C + D)e = e ergibt sich leicht, daB (8.1) invariant ist gegen eine
Vertauschung von C und D. Daher gibt es immer zwei DMAPs mit derselben Korrelations-
funktion, aber unterschiedlichen Ankunftsraten 7De und 1 — 7zDe, wenn nicht 7De = 0.5.

8.3 Wahl der Matrizen C und D zur Erzeugung des
periodischen Verlaufs
Fiir 7 = 1 reduziert sich Gl. (8.2) zu
E[W, - Wiy] = [zVP2zD(C + D)"'De . (8.5)
Die iibrigen Ausdriicke in Gl. (8.1) héngen nicht von h ab. Somit wird Corr(h) periodisch
in h, wenn dieses fiir E['NV; - 'W;1,] gilt. Erreicht wird das, indem die Ubergangsmatrix

C-+D mit periodischen Zusténden! vorgegeben wird. Die einfachste Wahl, die bei gegebener
Zustandszahl die grofite Periode erzeugt, ist die Matrix der zyklischen Verschiebung

01 0 -0

C+D=Myy= o | (8.6)
1
10 v -0

Diese Wahl impliziert D = Diag(dy, dz, ..., dp) - Mgy mit 0 < d; <1, 1< i < m. Nach-
folgend wird zur Vereinfachung der Notation der Vektor d := (dl,dg, ..., dmy) verwendet.
Die eindeutige stationire Losung der MK ergibt sich zu & = (% . #) Weiter erhilt

man o
1 1 [T(U]Z’ h T
E[Nt ‘ Nt+h] d [Mcycl] d
und
d-M: - d"—(d-e)?
Corr(h) = "L_(l) cycl & (d-e) . (8.7)
mdoe— (d-e)?

Die so erzeugte Korrelationsfunktion hat von A unabhéngige Spitzenwerte. Ein Abfall der
Spitzenwerte, wie er auch gemessen wurde, kann dadurch erreicht werden, dafi z.B. die
erste Zeile von Mgyee durch (0,a,b,0,...,0), a +b = 1 ersetzt wird 2. Mit a = 0.99
fallen die Spitzenwerte etwa geometrisch jeweils um den Faktor 0.999 entsprechend den
Meflergebnissen in [90].

Fiir 7 > 1 erhélt man meistens zusétzliche Oszillationen der Korrelationsfunktion innerhalb

'Fiir MKn mit periodischen Zusténden s. z.B. [20].
2Mit dieser Ersetzung benotigt man aber wieder die allgemeine Formel (8.1) zur Berechnung der
Korrelationsfunktion.
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der Grundperiode. Der (anscheinend) einzige Fall, bei dem trotz 7 > 1 keine verfilschenden
Oszillationen auftreten, ist fiir die Wahl

0 I o0 . ---0 0 O - 0
0 01 0

C = : P D = : :
0 I 0 0 0
CcC 00 ---0 Do - 0

gegeben, wenn C+D = M,y und die Zahl der Hauptzeilen und -spalten gerade 7 ist. Dann
sind die von C' und D’ fiir 7 > 1 bzw. C und D fiir 7 = 1 erzeugten Korrelationsfunk-
tionen gleich. Dies ergibt sich daraus, daB fiir C' und D' der erste Summand in Gl. (8.3)
verschwindet und Gl. (8.2) sich zu [T(l)]QTﬂDMQy_C}eDQ berechnet mit 7 = (-,..., ).

Der von C' und D’ erzeugte DMAP hat gegeniiber dem von C und D erzeugten um den
Faktor 7 gréfiere Zwischenankunftszeiten, s. Abschnitt 3.4.1. Wichtig ist auch, daf die Spit-

zenwerte von Corr(h) fiir bmqg > 1 hiiufig stark verkleinert werden wegen T2 > [z()]? [80].

8.4 Korrelationsfunktionen, die den gemessenen
Verldufen dhnlich sind

Das MeBintervall in [90, 46] betrigt 64 ATM-Zellen, so da infolge des kleinsten gemes-
senen Wertes der Zwischenankunftszeiten (7.63 Zellenlingen) die Maximalzahl von Zellen
innerhalb des Meflintervalls sich zu 8 ergibt, [46], p. 286. Wihlt man die Matrizen C’' und
D' mit 7 = 64, fiir die Untermatrizen C und D m = 325 (fiir eine Periode® der Gréfle 325)
sowie bmqy = 8, so hitte man schon viele Eigenschaften der gemessenen Quellen erfafit. Das
bedeutet jedoch eine Anzahl von 325 - 64 = 20800 Phasen fiir eine einzige Quelle. Das sind
fiir numerisch-analytische Untersuchungen bei weitem zu viele.

Somit mufl darauf verzichtet werden, eine so grofie Periode im Modell nachzubilden. Den-
noch kann die Bedeutung der periodischen Korrelationsfunktion im Vergleich mit der nicht-
periodischen bei Frame-Buffering modellhaft studiert werden. Tabelle 8.1 zeigt die Kompo-
nenten des Vektors d, die auf die in Abb. 8.3 bis 8.6 dargestellten Korrelationsfunktionen
fithren. Szene 1 dhnelt der "head and shoulders scene” und Szene 2 der "low-flying aircraft
scene”. Zur Représentation einer Quelle mit Frame-Buffering wird das Model fiir ”video
source with uniform activity level” in [10] verwendet. Als Parameter in der dort verwen-
deten Notation wird gewahlt: M = 10 (Anzahl der Phasen), o = 0.07926, § = 0.0424,
d =10.1. Die Ankunftsrate betrigt ebenfalls 0.345.

8.4.1 Korrelationsfunktion der Uberlagerung zweier Quellen

Da die Uberlagerung zweier DMAPX einen DBMAP ergibt, kann mit den Methoden in
Abschnitt 3.5 auch die Korrelationsfunktion der Uberlagerung berechnet werden. Sind
DMAPY™ und DMAPS™ durch (CW, DW, 2, (v)) und (C®,D®, z,(v)) gegeben, so erhilt
man fiir 7 = 1 aus den Gln. (3.52), (3.53) und (3.54) zusammen mit Gl. (3.40)

3 wP(v,1) = (CV + DW) @ DAz + "D @ (C? + D?) |

v=1

3Die Messungen in [90, 46] wurden vor der Standardisierung der ZellgroBe abgeschlossen und beziehen
sich daher auf Zellen der Liange 3244 Bytes; bei 4845 Bytes diirfte sich die Periode aber nicht wesentlich
verkleinern.
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Szene ” dl | dg d3 [ d4 d5 [ dﬁ d7 dg dg dw
1 0.2 0.15 0.1 0.05 0.5 0.1 0.3 0.05 0.05 0.05
2 0.2 0.18 0.16 0.14 0.11 0.05 0.01 0.01 0.01 0.01
3 0.6 0.4 0.4 0.3 0.3 0.2 0.15 0.15 0.15 0.1
I Szene dy dip dis I L dig dis t dig I daz dig ! dig | dao ]
1 0.7 0.8 0.7 0.15 0.2 0.3 0.3 0.4 0.9 0.9
2 0.01 0.01 0.4 0.4 0.7 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9
3 0.1 0.1 0.15 0.15 0.15 0.4 0.6 0.8 0.8 0.9

Tab. 8.1 Die Werte fir di,1 < i < m der drei Szenen mit periodischer Korrelationsfunk-
tion (Periode m = 20, Ankunftsrate 0.345).

1 T T T T T T T 1 T T T T T T T
Uberlagerung -~— | L Corr(h Uberlagerung -— _|
0.8 |- Corr(h) zene % — 08 orr(h) ngene % o
06 I ”frame-buffered” — | 0.6 ?frame-buffered” — 4
04
0.4
0.2
0.2 {
P 0
0 1 ~0.2
—0.2 —0.4
—0.4 1 L 1 1 L L 1 —0.6 | | 1 | I L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Verschiebung h Verschiebung h

Abb. 8.3 Korrelationsfunktionen der An- Abb. 8.4 Korrelationsfunktionen der An-
zahl von Zellen: Szene 1, Modell fiir Frame-  zahl von Zellen: Szene 2, Modell fir Frame-
Buffering und die Uberlagerung von beiden.  Buffering und die Uberlagerung beider.

(o]

EIN W inl =1 Z 1)-[(cP+DW) e (c<2)+D<2>)]’”.fjvp(v,l)g, (8.8)

v=1 v=1
E[W;) = z[(CW @ D@)z{? + (DY @ C?)z(?+
+D®W @ D?)(zf + 2778 + 7)) e , (8.9)
E[W: =1 < [(c® +DW) @ D?] 7 {'+ PV e (C®+D @)] 71" ) e. (8.10)

Die Abbn. 8.3 bis 8.6 enthalten auch Korrelationsfunktionen der Uberlagerung zweier Sze-
nen. Die Spitzenwerte der Uberlagerung liegen zwischen denen der Einzelquellen. Der Wert
h, bei dem zum ersten Mal ein negativer Wert auftritt, wiichst in der Uberlagerung.

8.4.2 Korrelationsfunktion der Zwischenankunftszeiten

Die Messungen in [46] beziehen sich auf die Anzahl der Ankiinfte im MeBintervall, nicht aber
das Korrelationsverhalten der Zwischenankunftszeiten. Fiir den hier betrachteten DMAP
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Abb. 8.5 Korrelationsfunktionen der An-
zahl von Zellen: Szene 3, Modell fir Frame-
Buffering und die Uberlagerung von beiden.

Abb. 8.6 Korrelationsfunktionen der An-
zahl von Zellen: Szene 1, Szene 2 und die
Uberlagerung von beiden.

oder DMAP*T kann auch die Korrelationsfunktion der Zwischenankunftszeiten angegeben
werden. Mit q(t) = C'”'D erhilt man nach Abschnitt 3.5.2 P{4, = t, A,y = t'} =
Pq(t)[(I- C)"'D]*'q(#)e und daraus

E[Ay - Apar] = —— z[@-C)'D]"@-C) e, h>1,
) 1 _ 1
E[4%] = e [pr@-C)e-1],  Eld)]=— e

Abb. 8.7 zeigt beide Korrelationsfunktionen fiir Szene 2. Die Periode der Zwischenankunfts-
zeiten betrigt nur 7, gegeniiber 20 bei der Anzahl der Ankiinfte. Wihlt man C und D so,
dafl die zu Ankunftszeitpunkten eingebettete MK p periodische Zustinde hat, d. h.

C, o - 0 0 D, --- 0
c=| 0 % “lp=| ¢ O . (811
0 0 : DT_1
so daf} sich als Periode T ergibt und p wie folgt lautet
0 (I—Cl)_]Dl -0 0
p=(1-C)'D= : 0 o , (8.12)
0 . (I-Cro1)'Dry
(I — C’I‘)ilDT 0 e 0

so erhdlt man oft keine Periodizitit mehr fiir die Korrelationsfunktion der Anzahl der
Ankiinfte, s. Abb. 8.8. Daher benétigt man fiir eine vollstiindige Charakterisierung beide
Korrelationsfunktionen.
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Abb. 8.7 Korrelationsfunktionen der An- Abb. 8.8 Verschwindende Periode fir die

zahl von Ankinften und der Zwischenan-  Anzahl der Ankiinfte, aber Periodizitdt in

kunftszeiten. der Korrelationsfunktion der Zwischenan-
kunftszeiten. Periode T = 5.

8.5 Das Modell zum Szenenvergleich

Mittels eines Wartesystems, das einen einzelnen Multiplexer am Eingang eines Teilabschnit-
tes nachbildet, werden Quellenmodelle mit periodischer Korrelationsfunktion, wie sie ohne
Frame-Buffering auftritt, und solche ohne diese Periodizitdt in der Korrelationsfunktion
verglichen. Dazu werden zwei Strome iiberlagert und fiir beide getrennt die Dienstgiite-
parameter Verlust-WKTn, Mittelwert und Standardabweichung der Wartezeit berechnet.
Dabei wird das DBMAP/D/1/N-Wartesystem D = 1 aus Abschnitt 5.2 fiir DF eingesetzt
mit dem Uberlagerungseingabeprozef DMAP[IX]+DMAP2. Entsprechend den Ausfiihrungen
in Abschnitt 6.4 miissen die Teilstrom-Dienstgiiteparameter berechnet werden.

Verlustwahrscheinlichkeiten

a) fiir Strom 1: Pyerlust,1 = P{Strom 1 verliert eine Testzelle unter der Bedingung, daf§ der
ankommende Batch eine Testzelle von Strom 1 enthlt}.

b) fiir Strom 2: Pvyerlust,2 = P{Strom 2 verliert eine Zelle unter der Bedingung, daf} der
ankommende Batch eine Zelle von Strom 2 enthalt}.

Mit diesen Definitionen erhélt man fiir beide Stréme

. _ Ti+ T
Verlust, 1 T [D(l) ® (C(Z) + D(Z))] e 3

(8.13)

T2

Perus = 2 .
Verlust2 = 7 [(CH + DO) @ D] e (®14)

mit [(C(l) +DM)® (CP + D(Z))] =, und (s. auch Gl (5.41))



8.5 Das Modell zum Szenenvergleich 111

Tl::”f "% v—(N+1—(u—1))

p=1 v=N+2—(u—1)

v Ly - (D @ CP). e+

bRl
+ S w%.(m]l)@c(?)).g

v=N+2 v

z, (Df}) ® D(”) cet

N+1 bt
- mas v+1-(N+1-(p—1))
Toi=3 > v+1

p=1 v=N+1-(p—1)

bl
2 p+1—-(N+1

—O0D g eD®) ¢

v=N+1

wobei D{!) = z;(v)D® ist. Die Nenner repriisentieren die WKTn fiir die Bedingungsereig-
nisse

s [D(” ® (C@ + D(Z))] e = P{Strom 1 erzeugt eine Testzelle} und
T [(C“) +DW) @ D(Q)] e = P{Strom 2 erzeugt eine Zelle}.

WPFn der Teilstrom-Wartezeit

Wegen D = 1 ergibt sich die Wartezeit direkt aus der Belegung. Eine Zelle eines ankommen-
den Batch, die als 1-te zugelassen wird, also nicht verlorengeht, sieht eine Wartezeit, die sich
additiv aus dem Belegungswert und der Anzahl ¢y—1 der Zellen desselben Batch zusammen-
setzt, die vor dieser Zelle ins System gelangt sind. Mit den Teilausdriicken W) (£), v = 1,2
und W12 (¢) folgt

13 N
P{W, =} = #—10 [W(l)(() + W(u)(g)} , Ny =Y P{W, =¢} , (8.15)
=0
1%, (12) (2) l
P{W, =0} = ~ WG+ WD), Ny=Y P(W, =0} (8.16)
£=0
mit
b v
IARGEED DS [le:w-1 (zo +21) + 175, Q-w+2] -(DPeC?).e
v=1 P=1

W () = (Le=o (zo +21) + 15, Zepr] (D(()I) ®@D®).¢

(1)

binaz v+1
w2 () .= > 1 > [llr:w‘l (zo + z1) + 1?’:1/; El—w+2} -(DN @DP) . ¢
v=1 P=1
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8.6 Numerische Ergebnisse fiir periodische und
nicht-periodische Korrelationsfunktionen

Die nachfolgenden numerischen Ergebnisse beziehen sich auf die in Tabelle 8.1 aufgefithrten
Szenen. Als Vergleichsszene fiir eine Quelle mit Frame-Buffering wird eine Videoquelle ” with
uniform activity level” gemiB [10] verwendet mit den Parametern (in der dort verwendeten
Notation): Zahl der Phasen M = 10, o = 0.07926, B = 0.0424, d = 10.1. Die Abbn.
8.3, 8.4 und 8.5 zeigen die Korrelationsfunktion des Modells mit Frame-Buffering unter der
Bezeichnung ” frame-buffered” jeweils mit den Korrelationsfunktionen der Uberlagerung mit
einem Modell ohne Frame-Buffering. Die Ankunftsrate beider Stréme in der Uberlagerung
ist 0.345.

1. GEOX14+DMAP/D/1/N (Tabelle 8.2). Der GEOX1-Strom reprisentiert eine Uber-
lagerung von vielen Stromen auf einem Teilabschnitt, der DMAP eine der oben betrachteten
Modelle fiir Videoszenen mit und ohne Frame-Buffering. Ziel ist der Vergleich der fiir die
vier Modelle resultierenden Dienstgiiteparameter. Tabelle 8.2 fiihrt die Ergebnisse auf. L)
repriisentiert die Maximalzahl der gleichzeitig ankommenden Zellen des GEOW-Stromes.
Solange b() im Vergleich zur Warteplatzzahl klein ist, ergibt sich ein betréichtlicher Un-
terschied in den Verlust-WKTn: Sie liegen fiir das Modell ohne Frame-Buffering (mit peri-
odischer Korrelationsfunktion) weit unter denen des Modells mit Frame-Buffering. Bei den
Mittelwerten der Wartezeit (und #hnlich bei den Standardabweichungen) ist der Unter-
schied wesentlich kleiner. Hierbei ist zu beachten, daf die Wartezeit wegen der Mittelung
iiber die Zulassungsposition einer Testzelle von Strom 1 bzw. der Zelle von Strom 2 nicht di-
rekt mit der zu Ankunftszeitpunkten gesehenen Belegung zusammenhangt. Fiir die Szenen
2 und 3 erhilt man sehr dhnliche Ergebnisse wie die hier fiir Szene 1 aufgefiihrten, wobei
diejenigen von Szene 2 und 3 etwas grofier sind als diejenigen von Szene 1, aber immer noch
weit unter denen des Modells mit Frame-Buffering liegen. Wie schon in den Abschnitten
7.3 und 7.6 gezeigt, liegen die Teilstrom-Verlust-WKTn der Strome derselben Uberlagerung
nicht um Gréfenordnungen auseinander.

Verwendete Parameter
e Periode der Korrelationsfunktion: 20,
e Ankunftsrate beider Strome: 0.345,
e Ankunftsrate der Uberlagerung: 0.730,

e WF der Zwischenankunftszeiten des GEO-Stromes: a(k) = (1 — ¢)¢*~! ¢ = 0.73 fiir
b1 =2 und ¢ = 0.8 fiir b{}) = 10,

mox mazx

o WF der Mehrfachankiinfte (Ei)es GEOWXI-Stromes:
z(v) = (1—g)g " /(1 — q,f"‘”), 1< v <) q = 0.4.

maz’

2. Einflu des Abfalls innerhalb der ersten Periode (Abb. 8.9). Geht man bei
der Erzeugung der periodischen Korrelationsfunktion von (d1,da, . .., dy) iiber zum Vektor
(d1,d1,dg,da, .. ., dm, dm), so bleibt die Ankunftsrate erhalten, und die Korrelationsfunktion
wird in Richtung der h-Achse um den Faktor 2 gestreckt. Man erhalt also eine Kurve mit um
den Faktor 2 grofierer Periode, aber auch um den Faktor 2 grofieren Nulldurchgéngen. Abb.
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a) Teilstrom-Verlustwahrscheinlichkeiten

bae = 10 bhe = 2
N || Szenel | GEOX || frame- | GEOX! || Szenel | GEOWXI frame- GEOX]
buffered buffered

10 || 4.45e-4 | 8.32e-4 | 9.30e-4 | 1.48e-3

8.66e-6 | 1.23e-5 1.41le-4 | 1.75e-4

15 || 3.83e-5 | 7.22e-5 | 1.26e-4 | 1.98e-4

6.92e-8 | 9.78e-8 6.73e-6 | 8.32e-6

20 || 3.34e-6 | 6.30e-6 | 1.73e-5 | 2.70e-5

5.51e-10 | 7.80e-10 || 3.24e-7 | 4.00e-7

30 || 2.56e-8 | 4.82e-8 || 3.25e-7 | 5.09e-7

3.48e-14 | 4.92e-14 || 9.31e-10 | 7.53e-10

b) Mittlere Teilstrom-Wartezeit (gleiche Tendenz fiir die Standardabweichungen)

bhe = 10 b, = 2
N || Szenel | GEOW! || frame- | GEOX! | Szenel | GEO™! | frame- | GEQWI
buffered buffered

10 0.751 1.103 0.962 1.207

0.417 0.573 0.612 0.683

15 0.783 1.139 1.026 1.269

0.417 0.573 0.619 0.689

20 0.788 1.143 1.038 1.281

0.417 0.573 0.619 0.689

30 0.788 1.144 1.040 1.283

0.418 0.573 0.619 0.689

Tab. 8.2 Teilstrom-Dienstgiiteparameter fir

beide Strome des GEOX1+DMAP/D/1/N -

Systems. DMAP reprasentiert Szene 1 (non-frame-buffered) nach Tabelle 8.1 oder das Modell

mit Frame-Buffering aus [10].

0.0001 ¢ T T T T

P\’urlust,u» GE()[}‘} yv=1 9" E
Szene 2 v =2 -e—

le—05 F
CTE = e = 0345,

=]
bihe =10 1
]8 - 06 £ 3

le-07 _~ E
?// 1
" GEOX14Szene2/D/1/N =30 ]
le - 08 ' * ' '
1 6

3 4
Streckungsfaktor

Abb. 8.9 Finflufl des Streckungsfaktors der
Nulldurchginge der Korrelationsfunktion
auf die Teilstrom-Verlust-WKTn (am Bei-
spiel von Szene 2).

T T T T

Pyertust 2 "frame-buffered” Modelle —
”frame-buffered” + Szene 1 - - - -

?frame-buffered” + Szene 2 - -

1 |- "frame-buffered” + Szene 3 - -

Szene 2 + Szene 3 -—

Szene 1 + Szene 2 ——

le — 10 \ IR

~.

le — 20 : L L L
10 12 14 16 18 20
Warteplatzzahl N

Abb. 8.10 Tgilstrom- Verlust-WKTn  fiir
verschiedene Uberlage_fungen. Diese sind fiir
beide Strome in der Uberlagerung gleich.

8.9 zeigt die Abhingigkeit der Verlust-WKTn beider Stréme vom Streckungsfaktor. Die

Teilstrom-Verlust-WKTn wachsen mit diesem

Streckungsfaktor. Je grofier der Streckungs-

faktor, desto ndher kommt man der nicht-periodischen Korrelationsfunktion des Frame-



114 Analytische Modelle fiir VBR-Videoquellen mit periodischer Korrelationsfunktion

Buffering-Modells, die nur positive Werte hat. Damit liegt die Wirkung der Streckung auf
die Verlust-WKTn also nicht in der Vergrofierung der Periode — diese sollte den Verlust
eher vermindern, da die Spitzenwerte weiter auseinanderliegen —, sondern vielmehr in dem
groBeren ersten Nulldurchgang: Er fiihrt dazu, da negative Werte der Korrelationsfunkti-
on erst fiir grofere h erreicht werden. Weiterhin sieht man, dafl die Verlust-WK'Tn fiir den
Streckungsfaktor 6 diejenigen des Frame-Buffering-Modells iiberschreitet. Dies geht offen-
bar darauf zuriick, daB die positiven Werte der um den Faktor 6 gestreckten periodischen
Korrelationsfunktion der Szene 2 in Abb. 8.4 in der ersten Periode dann erheblich grofier
sind als diejenigen des Frame-Buffering-Modells.

3. Uberlagerung zweier Modelle fiir Video (Abb. 8.10) Nun werden je zwei der
Modelle fiir Video iiberlagert. Die Teilstromangebote sind wieder 0.345. Abb. 8.10 zeigt
nun einen noch stirkeren Unterschied der Verlust-WKTn fiir die Modelle mit bzw. ohne
Frame-Buffering. Immer dann, wenn in der Uberlagerung ein Strom eine nicht-periodische
Korrelationsfunktion hat, sind die Teilstrom-Verlust-WKTn erheblich hoher.

Bemerkung: FEine Uberlagerung zweier Szenen mit periodischer Korrelationsfunktion oh-
ne Ersetzung der ersten Zeile von Mcyqe durch (0,4,,0,. .. ,0), so daB ein geometrischer
Abfall der Spitzenwerte zustande kommt, ergibt eine reduzible MK fiir die Belegung am
Ende eines Slot. Diese ist dann nicht mehr mit den Algorithmen [70, 43] zu l6sen. Die hier
vorgestellten Ergebnisse wurden mit der Ersetzung berechnet.

8.6.1 Diskussion der Ergebnisse

Mit Frame-Buffering wird hiufig die Vorstellung einer ”Gléttung” des Zellenstromes as-
soziiert. Dies ist in dem Sinne richtig, dafl Zellratenschwankungen fiir die Dauer eines
Videorahmens verschwinden. Dies fiihrt nach den obigen Erkenntnissen jedoch nicht zu
einer Glittung des Verkehrs in dem Sinne, daff die Dienstgiiteparameter giinstiger werden.
Das ist auch nicht verwunderlich: Der Grenzfall der Ubertragung mit konstanter Bitrate
entspricht einem Pre-Buffering des Gesamtsignals und einer Ubertragung mit konstanter
Zellrate. Es ist eine allgemein anerkannte Vorstellung, dafl der Multiplexgewinn durch stati-
stisches Multiplexen, also Ausnutzen der statistischen Schwankungen, zunimmt. Aus Sicht
der stochastischen Modellierung steht die hier gezogene Folgerung, daff negative Werte der
Korrelationsfunktion zu Beginn der ersten Periode von wesentlicher Bedeutung sind, im
Einklang mit den Ergebnissen von [51], wo ein negativer Korrelationskoeffizient erster Ord-
nung (h = 1) der Zwischenankunftszeiten niedrigere Verlust-WKTn als im unkorrelierten
Fall ergibt. Diese Folgerung mifit der Periodizitit an sich nur geringe Bedeutung zu.

In [90] wurden fiir dieselben Szenen wie in [46] auch die Korrelationsfunktionen der Zwi-
schenankunftszeiten gemessen. Diese zeigen keine ausgepragte Periodizitét, sondern eher
ein ”Zappeln” um die Nullinie. Dies wird in dem hier entwickelten Modell ebenfalls recht
gut nachgebildet, s. Abb. 8.7: die Periode fiir Corr der Zwischenankunftszeiten ist erheblich
kleiner.
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In der vorliegenden Arbeit wurden Verfahren entwickelt, mit denen fiir die ATM-Thematik
wichtige Kenngroflen (insbesondere Verlustwahrscheinlichkeiten) zeitdiskreter Wartesyste-
me numerisch berechnet werden konnen. Es zeigt sich, daf} mittels dieser Wartesysteme
prinzipielle Aussagen hinsichtlich des Verhaltens von ATM-Multiplexern und an diese ge-
kniipfte Konzepte, wie die Verbindungsannahmesteuerung, méglich sind.

Allerdings ist es infolge des sonst enormen Rechenaufwands meist notwendig, sich auf wenige
Eigenschaften einer realen Quelle im Modell zu beschrinken. Dies wird deutlich insbeson-
dere bei der Nachbildung der periodischen Korrelationsfunktion fiir Videoquellen in Kapitel
8. Zwar kann man dem DMAP so viele Phasen geben, daf§ er die gemessene Periode nach-
bildet; jedoch lassen sich dann Dienstgiiteparameter nicht mehr in vertretbarer Rechenzeit
ermitteln. Das heifit aber nicht, dafl die Modellierung wertlos ist. Prinzipielle Erkenntnisse
sind auch fiir kleinere Perioden zu gewinnen, und das erheblich schneller als mittels der
Computersimulation, die zudem die Schitzung von sehr seltenen Ereignissen noch nicht
fiir jede denkbare Konstellation beherrscht (Wie wire das RESTART-Verfahren [114, 109]
etwa fiir die Behandlung zweier verschiedenener Nachrichtenstréme zu modifizieren, wenn
das Angebot einer Quelle im Verhéltnis zur anderen klein ist ?).

Soll bei gegebener Periode auch die kleinste Zwischenankunftszeit der Zellen dieser Vi-
deoquelle nachgebildet werden, so gelingt das mit dem zeitverschobenen DMAP. Allerdings
vergrofert sich dann der Zustandsraum und beeinflut auch die Korrelationsfunktion des
Zahlprozesses. Diese Abhéngigkeit diirfte aber auch das ARMA-Modell in [46] beinhalten,
das infolge der Festlegung des MeBintervalls auf 64 ATM-Zellen die Quelleneigenschaften
verfilscht [90].

Eine Schwierigkeit stellt der stochstische Begriff der Korrelation dar. Dieser miit den Grad
der Nicht-Unabhéngigkeit, allerdings ohne allzusehr zu differenzieren. Auf das " Wesen” ei-
ner Verkehrsquelle unter Einbeziehung der globalen Korrelation (eine Zahl fiir den Grad
der Nicht-Unabhéngigkeit) zu schlieflen, ist schwierig. Das zeigt sich umgekehrt auch dar-
an, daf} die Parametrisierung eines SSMP durch Messungen (bisher) nur méglich ist, wenn
lediglich zwei Zustande angenommen werden [30]. Ob ein (eindeutiges) Verfahren gefunden
werden kann, wenn ein gréflerer Zustandsraum angenommen wird, ist fraglich; schon die
Bestimmung der Ubergangsmatrix einer dreigliedrigen MK aus ihrem Korrelationskoeffi-
zienten fiihrt nicht mehr auf einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Matrixeintrigen
und globalem Korrelationskoeffizienten (bei vorgegebener stationirer Losung). Schlielich
benétigt das Parametrisierungsverfahren zusétzlich den (gemessenen) lokalen Korrelations-
koeffizienten, der stirker differenziert als der globale.

Fiir das DBMAP /G/1/N-Wartesystem existiert bisher noch keine geschlossene Darstellung
der z-Transformierten der Wartezeit-WFE genausowenig wie ein geschlossener Ausdruck der
Laplace-Transformierten (der Dichtefunktion) des zeitkontinuierlichen Gegenstiicks. Wei-
terhin wire von grofiem Interesse ein Verfahren zur Charakterisierung des Abgangsstromes
nach Teilstromen getrennt, um den Einflu} eines Multiplexers auf einen einzelnen Strom
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nicht nur eingangsseitig wie bei den hier entwickelten Modellen nachvollziehen zu konnen.
Bisher ist dies nur simulativ moglich. Das fiihrt schlieBlich auf die Problemstellung, eine
Wartesystemkaskade zu behandeln, um so eine virtuelle Verbindung auf ihrem Weg durch
ein Netz verfolgen zu konnen. Hier scheint die Computersimulation der einzige Weg zu
sein, iiberhaupt zu Ergebnissen zu gelangen. Zur Verifizierung von Verlustwahrscheinlich-
keiten sollte das RESTART-LRE-Verfahren dafiir ausgebaut werden. Bisher wurde nur das
Verzégerungsverhalten simulativ untersucht [118], das mit Blick auf Realzeitdienste aller-
dings auch von erheblicher Bedeutung fiir die Funktionsféhigkeit eines ATM-Netzes ist [77].



Anhang
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A Beweise

A.1 Zum Beweis von Hilfssatz 6 (DF)

Im Falle ¢ > 0:
a) Fiir 1 <ov < N (vgl. Gl (4.11):

ND+D
PiUt i — A =80 = Y Pn{Uf, =0 Av =0~} =
ND e'=vD
= Z Ijijlcv{Un—l =0 - ’UD, An—l =f - Z}"—
¢=vD
ND+D v-1
+ Z Hljku{Un—lzzl_,UDvAn~):el_e}+Z})ijkm{U —1:€I_§D7An—1:€"‘e} =
P=14ND £=0
ND—-vD+D

= Z Pijku{Un-] :ElaAn—l :Zl "[+UD}+
= =0 fiir k#¢ (Un—; = k steht in der Bedingung!)
v—1 D+ND—£D

+Z Z z]lw{Un 1—“8 An 1— €+£D}:

(=0 ¢=1+ND—£D

=0 fiir kze

= 1YD-vD+Dp . (A, =k—{+vD}+ Z L b Pjko{ Anoy = k — £+ €D} =

mit (4.8) 1D-vD+D '(k‘—Z“"UD)+Zl,?:11_\{l_?\/;)€_l)§Dfij(k_€+§D)

£=0
b) Fiir 1 + N < v < oo (vgl. Gl (4.11):
D+ND
Pijkv{UrT—l —Apa = é} = Z Pijkv{Untl = f’, Ap1 = - Z} =
¢=1+ND
D+ND-1 N
= > S PpdUn-1=0—ED,Ap =0~ L)+
£=1+ND £=0

N
+ 3 Piko{Un-1=(N+1=€)D, Ay_y= (N+1) D=} + Pijiy {Un-1=0, Ay = (N +1) D—£}
£=0

¢'=ND+D
N (N—£+1)D
= Z Z ])ijk:v{Un—lzél, An—l:ZI'_Z"'&D}"'Bij{Un-—l:Oy A",] :(N+1)D"€}:
£=0 ef—1+(1v 6D

z 1 % pPiko{An1 = k — £+ €D} + LicoPijko{ An-1 = ND + D — {} =

mit (4 8) _
Z 1 e p ik = €+ €D) + Lo fy(ND + D — £)
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A.2 Formaler Beweis von Satz 2 (AF und DF)

Wenn ein w-Batch ankommt und kein Abgang gleichzeitig stattfindet, unterscheiden sich
AF und DF nur darin, da§ die gesehene Belegung bei u (das ist der letzte Abgangszeitpunkt
vor t4) fiir AF den Wert N und fiir DF N + 1 nicht iiberschreitet.

Es bezeichnet 7”zi]r( 4) := P{Ein w-Batch kommt zu ¢4 an und sieht die Belegung 7, und

der Eingabeprozef ist in Phase j unter der Bedingung, da8 bei 0 ein Abgang k Kunden im
System zuriickldfit und der Eingabeproze$ sich in Phase ¢ befindet} .
“AL 7 (ta) ist in Abschnitt 5.1.6 definiert und dort explizit angegeben.

r=0:

ta—1
wl] — ’ o w A ]
i ( _7@2% [Z‘U [ (0,t4 —u—1)D,, ]] J] +UAR (ta)
1<r<N:
= ¥ |
jEE
1 r

ta—2 ) l; u—
[DZWIDW’P(T - 'U)/,tA —UuU—v— 1) . Dw] s HC(tA - U — ’U)+
u=0 v=1 w'=1 753

7 () [P(r —lta—u— 1)Dm]]_, JHE(ta - u)] +AY (ta)

u=0 £=1
r=N+1:
1u71
SOED Sl
J'E€EEr=N+1
ta—2 ta—u—1 ¢/
> Hn u) >N [D” D,P(r'—uw'ty—u—v—1)- D,,,] L H (g —u—v)+
u=0 =1 w'=1 7
ta—-1 1/

+ X G
u=0 f=1

1) [P(r/ —Llits—u— l)Dw]]’ JI-IC(tA - u)} +wA2,jr(tA)

Grenziibergang t4 — oo liefert (z, = 0 fiir £ > M)

r=20:
1
z(w) = A, Dy + E—IO(I D)~ D, (A1)
1<r<N:
z(w) = A,Dy+
1 T o0
o [29(X = Do)™'Dy + 2| 3" P(r — £,0)D, H(0 + 1) (A.2)
=1 o=0
r=N+1

2:(w) = 4Dy +

+m > Y [2(l=Do) Dyt x| P~ £,0)D,H (0 +1)  (A3)
B Fhs a=0

Unter Beachtung von H¢(o) = Ho + 1) + h(c + 1) und Hilfssatz 7 kann z,(w) fiir AF

durch y_und fiir DF durch y_und A, ausgedriickt werden, wie in Satz 2 behauptet.
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A.3 Der Abgangsprozef3 des
DBMAP/G/1/N-Systems (AF und DF)

A=YR 5% At), B:i=Yp,22 Bi(t), Ae=Be=¢ (Zeilensummen von ),
A(t)e = Y320 Ax(t)e ﬁth(")e = h(t)e,
B(t)e := Y32 Bi(t)e = £)-y Dy~ (I - Do)eh(t — v),

By = (I - Dy)"'D; Ay,

Ao(t) = P(0,t)h(t) = Dih(t),
Bo(t) = ©f_, Dy D Ag(t — v) = X D' DDAt — v),
Bi(t) =T, Dy DA (t — v) + DaAg(t —v)] .

Tizo Bi(ta)e B(t:)e iz, Dy (I — Dyo)eh(ty — v)
o Ar(ta)e B A(t )e h(t2)e
q(tr)e = : = . = :
2o Ak(ta)e A(tz)ﬁ h(ts)e
BoB(tz)e + (e — Boe)h(ta) Bo[B(tz)e — h(t2)e] + h(t2)e
AoB(ta)e + (e — Aoe)h(t2) Aq[B(ta)e — h(t2)e] + h(ta)e
qd(tr)e = Ah(tr)e = h(t2)e
Ah(:tz)g h(tQ)Q
(I-Dy)'D;A, [i Dg*l(l — Dy)eh(ts —v) — h(tg)g_] i h(t)e
w h(ts)e
_ Ay [Z: Dg—l(l — Dy)eh(ts —v) — h(tz)é] i hgzgé
v=1 0 :
h(tz)e
0
Bo(tl)[B(tz) - A(tz)]@ + B(tl)A(tz)Q I](tl, tz)
Aq(t1)[B(t2) — A(ta)]e + A(t1)A(t2)e Ty(t, ta)
q(t)d(ta)e = Tito Ax(t1)h(tz)e =| h{t)h(t2)e
50 Aw(t)h(t)e h(t)h(t)e

I](th tg) = Bg(tl) litzz Dg_l(l — Do)gh(tz - ’l)) — h(tg)g} +

v=1

13
+3. Dy (I - Do)eh(ty — v)hlts)

v=1

Tyr(tr, te) = Ao(ty) [i Dy }(I — Dy)eh(ts —v) — h(tz)Q] + h(t1)h(t2)e

v=1
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I:B()(f] )(I - D())71D1A0 + B](t])Ao] . [zh: ])”_I I- D())Qh(tg - 'U) - h(tz)g:l

v=1

[A()(tl)(l - Do) 'DjAy + A (H)A ] {Z Dy M1 - Dy)eh(ty — v) — h(tg)ﬂ]

v=1

A() fl ‘:Z D” ! I - DU (:’h(fg - U) - }I(fz) :'
0

0
Damit erhilt man im allgemeinen Fall die WF bzw. Verbund-WFn (erster bzw. zweiter
Ordnung fi(t1,t2) = P{E, = t1, Epyy = to} baw. fo(ty,ty) = P{E, =t,,Ep2 = ty}) der

Zwischenabgangszeiten

F() = a0(B(t) — A(t))e + h(t) =

=1, Z Dj (I = Dy)eh(t — v) + (1 — Zye)h(t) (A4)

n=1

t1
filty ta) = (;L?o Y Dy 'DyD{ h(t; — v) + z, D} /’L(tl)) .

v=1

: <i D; ' (I— Dy)eh(t, — v) — h(tz)g) +

v=1

+ zg Z Dy (I = Dy)eh(ts — v)h(ty) + (1 — zoe)h(t)h(ty) (A.5)
v=1

fa(t,t2) = xq(t1)qa(ts)e =

zoB(t)h(ta)e + (1 — zoe)h(t:)h(t2)+

(,_&)[Bo(tl)(l —Do)"'Dy + By (t)]+

(A.6)
22 [A0(12)(T = Do) Dy + As(0)] + 22Aa(tr)) - Ao (Bltz)e — h(t)e)
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Abkiirzungen

B Abkiirzungen

ATM
STM
QOS
VBR
CBR
FIFO
LRE
LGS

SP
iid.
Sss
[S]SMP
MEP
(B]MAP
MMPP
N
DBMAP
DMAP
GMDP
GEO

D

GI
G
MK

AF

DF

WKT
A
WF
VF

w-Batch
VCI
VPI

Asynchronous Transfer Mode
Synchronous Transfer Mode
Quality of Service

Variable Bit Rate

Constant Bit Rate

First In First Out

Limited Relative Error
lineares Gleichungssystem

stochastischer Prozef

independent identically distributed

strict sense stationary

[Special] Semi-Markov-Process

Markov-Erneuerungsprozef§

[Batch] Markovian Arrival Process

Markov Modulated Poisson Process

Neuts Process (nicht zu verwechseln mit der Puffergrofie N)
Discrete Batch Markovian Arrival Process

Discrete Markovian Arrival Process

Geometrically Modulated Deterministic Process
Bernoulli-Prozef (geometrisch verteilte Zwischenankunftszeiten)
Deterministic (Bezeichnung fiir den stochastischen Prozef,
dagegen meint D den jeweiligen deterministischen Wert)
General independent

General (d. h. auch korreliert)

Markov-Kette

” Arrival First” (Zulassungsregel bei zeitdiskreten Wartesystemen:
Bei Gleichzeitigkeit von Ankunft und Abgang findet erst die An-
kunft statt.)

"Departure First” (Gegenstiick zu AF)

Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariable
Wahrscheinlichkeitsfunktion
Verteilungsfunktion

Mehrfachankunft von w Kunden (Zellen) gleichzeitig
Virtual Channel Identifier
Virtual Path Identifier
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C Symbole

(= |z|
= [z]
15_,;  1{auspruck]

[matriz],;
[vector);
Diag(fi,..., fm)
¢ bzw. e

E[]
Varl]
Covl[]
Corr[/]

®

T,

A,

A

Q(t)

q(t)

fij(t) bzw. Fj;(t)

n

P
P
S,
S

Un

IDijlcu{Un = Z}
Pikv{Un = Za Sn = 7}
un(k, )

un(k, 4, v)

[un (k)]s (k)

U u

£n)

C,D,D,D; =«

P(w,t)

grofite ganze Zahl ¢, die kleiner oder gleich z ist

kleinste ganze Zahl £, die grofier oder gleich z ist
Indikatorfunktion: 1';:a = 1fira < ¢ < b und = 0 sonst;
liauspruck) = 1, falls AUSDRUCK wahr ist, und = 0 sonst.
Matrixelement in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

i-te Vektorkomponente

Diagonalmatrix mit m Zeilen und Spalten

(1,1,...,1)T, m Komponenten bzw. soviele Komponenten, wie aus
dem Zusammenhang nétig

Erwartungswert

Varianz

Kovarianz

(globaler) Korrelationskoeffizient

Kronecker Produkt, verkniipft die (m; x my)-Matrix A mit der
Matrix B nach der Vorschrift

[Alu-B ... [Alim,-B

A®B:= : :
{A]mxl ‘B cee [A]mlmz -B

n-ter Ankunftszeitpunkt

Ay =Ty — T, n-te Zwischenankunftszeit

A={Ay;n e Ny}

SM-Kern [Q(t)}ij := Quj(t) = P{Snt1 = j, Tnys — Ty < 8|S, = i}
[a(®))i; = a;j(t) == P{Sp41 = j, Toss = T = t|S, = i} = pi; fi(t)
WE bzw. VF der Verweilzeit im Zustand i bis zum Ubergang nach
J

= 32720 4(t), meistens die zu Ankunftszeiten eingebettete MK
Vektor der stationdren Zustands-WKTn zu Ankunftszeitpunkten
= §(T,,) Zustands-ZV eines SMP beim n-ten Ankunftszeitpunkt
S = {Sy;n € No}

Restarbeit beim n-ten Ankunftszeitpunkt ohne Beriicksichtigung
dieser Ankunft

=P{Up =Sy = j,Un_1 = k, Sn1 = 4, X,y = v}

=P{U, =0, = jlUpc1 =k, Spey = 4, Xy = v}

= P{U, =k, S, =1}

=P{U,=k,S,=4,X, =v}

[un (k)] = un(k,9); (k) = lim,_,o0u, (k), stationire Losung

Un = (Un(0),.. ., u(ND + D)); = limy_o0 uy,

(m x m)-Matrizen, die den DMAP, bzw. DBMAP bestimmen. D =
bmoe Dy; D = 1 (stationdre Losung)
Zahlfunktion des DBMAP
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h(t), H(t) bzw. H(t)
AL, BV,
A[,é][”], Blilcllul
ZI’ Bllél

[z¢]:

-

E,, E
E*

Phase

bTIL(L.l'

X7L
z(v), X(v) bzw. X°(v)
D>1

SM-Kern des zu Abgangszeitpunkten eingebetteten MEP im
DBMAP /G /1/N-Wartesystem

= 2, 4(t)

WF, VF bzw. komplementéire VF der Bedienzeit

(m x m)-Matrizen, die das DBMAP/G/1/N-System stochastisch
beschreiben; Az”"] — Z?i1 AKH"](t), B[,é][”] — 221 BZH"](t)
Matrizen zur Formalisierung der Gleichzeitigkeit von Ankiinften
und Abgingen: A}'Dy = A}, B{'D, = B},

= P{ein Abgang hinterldft ¥ Kunden im System, und der Ein-
gabeprozeB befindet sich in Phase i}

AF: = (&07 ce 7§N)7 DF: = (lﬂv L 7-14.N+1)

n-te Zwischenabgangszeit; FE = {En;n € No}

mittlere Zwischenabgangszeit im DBMAP/G/1/N-System (fun-
damental mean des MEP zu Abgangszeitpunkten)

im Fall des DBMAP eine andere Bezeichnung fiir die Zustiande
der ihn erzeugenden MK mit verschiedenen Ubergangstypen

Zustandsraum eines SMP oder Menge der Phasen eines DBMAP
Anzahl der Zustinde eines SMP oder Phasen eines DBMAP
Belegung zum n-ten Ankunftszeitpunkt (ohne Beriicksichtigung
der Ankunft)

Wartezeit

lokaler Korrelationskoeffizient h-ter Ordnung des SP 7 =
{Zn;n € No}

globaler Korrelationskoeffizient h-ter Ordnung des SP Z =
{Z,;n € No}

Warteplatzzahl ohne Bediener

M = N fiir AF und M = N +1 fiir DF

Maximalzahl von gleichzeitig ankommenden Kunden (Zellen)
ZV der Batchgrofie

WF, VF bzw. komplementire VF der Batchgrofie
deterministische Bedienzeit in Zeiteinheiten

Faltung

GemiB [37], p. 299 wird fiir eine rechtsseitig-stetige, monoton wachsende Funktion F: R —
IR, die auf (—o0,0) verschwindet, als Faltung definiert

Frglt) = { ./;Og(t—:n)dF(:c) fiirt >0 (1)
0 fiir ¢ < 0.

Hat F eine Dichtefunktion f, so ist

Fxg(t) = /t Og(t —x)f(z)dz firt > 0. (C.2)

Ist F' eine Tmreppenfunktion mit Spriingen in z; und Sprunghdhen p;, so gilt

Fxgty= 3 glt—azy)p; firt>0, Jt)={jeN:z; <t} . (C.3)

jeJ(t)

b
Summationskonvention: ) f(k)=0 firb<a.
k=a
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