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Zusammenfassung: Es wird die Anwendung eines bekannten Kriteriums
T4 zur kostenminimalen Bedienung wartender Aufgaben anhand von

Beispilelen erldutert. Das Kriterium ist vor allem bei stark streu-—
enden Bediendauerverteilungen der Aufgaben niitzlich. Fiir diesen Fall
wird gezeigt wie -durch geschickte Modellierung- eine einfache prak-

tikable Bedienstrategie entsteht, deren mittlere Wartezeit analytisch
berechenbar ist.

1. EINLETITUNG

dung von Betriebsmitteln (z.B. Rechnerkern, Transportkanal, Haupt-

speicher, usw.) einer Rechenanlage kann man zwei Aufgabenstellungen
unterscheiden: ‘

- dle Berechnung charakteristischer GroRBen, wie Durchsatz, Warte-
zeltverteilung (oder deren Momente), Warteschlangenlidnge, usw.

bel gegebener Bedienungsstrategie; diese Aufgabe wird Analyse
genannt.

- dle Bestimmung der Bedienungsstrategie so, daB eine betrachtete
charakteristische GroBe optimiert (z.B. die mittlere Wartezeit

minimiert) wird; diese Aufgabe wird Synthese genannt.

Wahrend die erste Aufgabe mit Methoden der Warteschlangen-Theorie

(queueing theory) geldst wird, verwendet man zur Losung der zweiten
Aufgabe die Hilfsmittel der Bedienungs-Theorie (scheduling theory).

Im Themenkreis der Bedienungstheorie kann man wieder zwei Schwer-
punkte bilden. Sie behandeln

- dle optimale Ablauforganisation mit vorausbekannter Last, z.B.
die Bearbeitung von n vorliegenden Aufgaben auf m Verarbeitungs-

elnhelten in moglichst kurzer Zeit, wobei die Bediendauern der
Aufgaben bekannt sind (job shop problem),

- den stochastischen Betriebsfall mit zufdllig ankommenden Aufgaben,

deren Bediendauern bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilungen ge—
horchen.

e —————

Die Arbeiten wurden zu 50 % durch das 3. DV-Programm der Deutschen
Bundesregierung FKZ 081 2248 gefordert.



Im folgenden beschaftigen wir uns ausschlieBlich mit dem letztge-

nannten Fall. Es soll die Anwendung eines fundamentalen Ergebnisses
von Olivier [1,2] anhand von Beispielen gezelgt werden, wie sie 1in
der praktischen Anwendung bei Rechenanlagen im Echtzeitbetrieb auf-

treten. Eingeschlossen sind dabei sowohl Teilnehmer- wie ProzeBRre-
chensysteme.

2. DAS MODELL

Wir betrachten zundchst ein Modell eines Rechners mit einem Poisson-
Ankunftsproze3 mit der Ankunftsrate A [Aufgaben pro Zeiteinheitl] ent-
sprechend Bild 1. Alle ankommenden Aufgaben

Strategie

*~ T

Warteschlange

Prozessor

Bild 1: Modell vom Typ M/G/1 zur Nachbildung der Bedienung von

Aufgaben eines Rechners. A : Ankunftsrate pro Zeitein-
heit (= Durchsatz). |

warten in dem als Warteschlange dargestellten Warteraum, bils sie
fertig bearbeitet sind. Die Bediendauern b aller Anforderungen ge-
horchen einer Verteilungsfunktion B(t) = P(b_s t). Gesteuert durch
elne Bedienungsstrategie wahlt der Prozessor eine der wartenden Auf-
gaben aus dem Warteraum zur Bearbeitung aus und bedient sie solange
bis

- s1le fertiggéstellt 1st oder

- die Bedienungsstrategie diese Bearbeitung abbricht - was zu

elner Verdrangung der Aufgabe aus dem Prozessor zurick in den
Warteraum fuhrt - um eine andere Aufgabe zu bearbeiten.

Eine 1n l1hrer Bearbeitung unterbrochene Aufgabe wird spater fortge-
setzt, ohne dall schon geleistete Prozessorarbeit wiederholt wird.
In einer fiur Wartemodelle iiblichen Abkiirzungsform [5,Kap.1.5] han-
delt es sich um ein Modell des Typs M/G/1.



Es 1st W =
Aufgaben.

Das Modell nach Bild 1 1iBt sich im Rahmen dieser Fragestellung so
verallgemeinern, )

Ankunfts -
prozesse

Warteschlangen Prozessor

Bild 2: Modell eines Rechners mit -im Unterschied zu Bild -

N Typen von Aufgaben mit je individueller Bediendauer-
vertellung.

vom Typ abhangige Kostenfunktionen gi(t) zuzulassen. Eine Aufgabe,
die insgesamt die Dauer t durch den Prozessor bedient wurde und bis-

her die Dauer w, gewartet hat, hat die Wartekosten gi(t)wi. Die War-
tezelt geht linear in die Kosten eln, wahrend die Kosten beliebig




K

N
= 5 { Z gi(t)wi} .
i

Anstelle der Wartezeit w. kdnnte man auch die Verweilzeit v. = b.+w.

1 1 1 1
mit Kosten belegen. Dieser Ansatz fiihrt Jedoch auf dasselbe Optimie

rungsziel. _
N N ,
E {Z gi(t)[wi+bi]} K + E fz gi(t)bi} = K + K"
i=/| i:/|

enthalt K' offenbar einen strategleunabhangigen additiven Anteil K",

SO dall weiterhin die erwarteten Wartekosten K allein (iber die War-
tezeit wi) strategieabhdngig sind.

Wegen K'

Bild % zeigt Beispiele fir Kostenfunktionen: In der praktischen An-

Bild %: Beispiele fir Kostenfunktionen.

wendung haben konstante Kostenfunktionen, z.B. g =a (a = natiirliche
Zahl), die groBte Bedeutung. Mit zunehmender Bediendauer t fallende
Kostenfunktionen fiihren zu einer starken Bevorzugung von Aufgaben
mit kurzer Bediendauer. Die Kostenfunktion 85(t) in Bild 3 fordert
besonders die Bedienung von Aufgaben, die hochstens 4 Zeiteinheiten

Bediendauer haben. Aufgaben mit groleren Bediendauern miissen hier

eln Vielfaches an Wartezeit aufwelsen, um mit kurzen Aufgaben kon-
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Bild 4: Beispiele fur Wartezeit-VFn

Wq,w2 sind die Erwartungswerte der Wartezeit fiir Aufgaben
des Typs 1 bzw. 2.

oder gleich t ist. Mit hoher Wahrscheinlichkeit sind Wartezeiten un-—
terdurchschnittlich klein, selten iiberdurchschnittlich grol3.

In der praktischen Anwendung ist das Problem zu losen, bei bekannten
Bedlendauerverteilungen der Aufgaben Kostenfunktionen so zu wahlen,
dal ein gewunschter Verlauf der Wartezeitverteilungen resultiert.
Alle Kostenfunktionen in Bild 3 haben die Eigenschaft, daB kurze

Aufgaben gegeniber lidngeren bevorzugt werden. Dariiber hinaus gehende
Forderungen lassen sich nur schwer begriinden und dafur passende Ko-

stenfunktionen kaum ermitteln. Deshalb begniigt man sich meist mit
konstanten Kostenfunktionen.

Im Iodell nach Bild 1 (mit nur einem Typ von Aufgaben) verbleibt
dann als Optimierungsziel die minimale erwartete Wartezeit W. Ent—
sprechend 1st das Optimierungsziel im Modell nach Bild 2 die Summe
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. KRITERIUM FUR KOSTENMINIMAILE BEDIENUNGSSTRATEGIEN

In fruheren Arbeiten L1,2] konnte gezelgt werden, daB sich -im Rahmen
der betrachteten Modelle- eine kostenmlnlmale Bedienstrategie ergibt,

wenn zu jedem Zeitpunkt eine KenngrdBe Y’(l t) fir jede wartende Auf-

gabe des Typs i bestimmt und die Aufgabe mit maximaler KenngroBe be-
dient wird.

Eine Aufgabe mit der Bedlendauer-Vertellung b, (x) dB. (x)/dx sei
schon die Dauer t bedient worden. In elnemzukunftlgen Bedlenlnter-

vall der Liange d wird diese Aufgabe fertiggestellt mit der Wahrschein-
lichkeit




Eine Vereinfachung dieses Ausdruckes ergibt sich, wenn die bewertete
Erfolgsrate, Gl.(3.2), monoton mit t steigt. Dann wird

‘P*(i t) = tfgi(x)bi(x)dx
’ g‘"’ (x-t)b_, (x)dx

: (3.5)

Fallt die bewertete Erfolgsrate monoton mit t, dann wird

¢ (i, t) = 83 (t)b; (£) ,
1—Bi(t)

also gleich dieser Rate selbst.

Diese Monotonie-Eigenschaften findet man bel den meisten ublichen Be-
diendauerverteilungen (Bild 5). Z.B. sind fir g.(t) = g:; die Erfolgs-
raten monoton fur negativ exponentielle, hyperexponentielle,entartet
exponentielle, n-Punkt, Erlang-k-Verteilungen sowie Sonderfalle an-
derer Verteilungen (z.B. der stiickweise exponentiellen und der all-
gemeinen Erlangverteilung).

Es konnte nun der Eindruck entstehen, daBl die Verwirklichung einer
kostenminimalen Bedienstrategie den standigen Vergleich der Leistun-
gen Yf(i,t) (i=1,2,...,N) aller wartenden Aufgaben und, als Voraus-
setzung dafilir, die standige Ermittlung von Vﬁ(i,t) erforderlich
macht. Die folgenden Beilspiliele sollen zeigen, daBl solche Rechnungen
und Vergleiche u.U. nur selten notig sind. Fur pathologische Falle,

bel denen solche Rechnungen standig erforderlich sind, wird eine

Moglichkeit gezeigt, durch eine unbedeutende Anderung der Voraus-
setzungen die Entscheidungshaufigkeit der Bedienstrategie ebenfalls
sehr klein zu machen. Das eben eingefuhrte Kriterium zur Auswahl

elner wartenden Aufgabe zur Bedienung ist unverandert auch anwend-

bar, wenn anstelle nur eines Prozessors gleichzeitig mehrere paral-
lele Prozessoren vorhanden sind.

4. ANWENDUNGSBEISPIELE MIT KOSTENMINIMALER BEDIENSTRATEGILE

In den folgenden Beilispielen nehmen wir konstante Kostenfunktionen

gi(t) = 83‘_ alle

4.1 Erlang-K, negativ exponentielle und konstante Verteillungen

Die Erlang-k-Verteilung (Ek) enthdlt als Grenzfalle fur k=1 die ne-
gativ exponentielle (M) und fir k—+o0 die konstante (D) Verteilung,
vgl. Bild 5a, b. Verteilungsfunktion B(t) und Verteilung b(t) lauten




nach Gl.(3.2) monoton bzw. ist konstant (fir k=1); die Leistung
kann nach Gl.(3.5) bestimmt werden zu

a) negativ exponentielle,Zwei-
punkt-VF,

b) Erlang-k-VF (k=1,2...00 ).

c) allgemeine Erlang-VF,
‘drei Beispiele

d) hyperexponential-r-VF
(r=1,2,... 00 )

e) stlickweise exponentielle VF
o—ter Ordnung.

Bild 5: Haufig verwendete Verteilungsfunktionen fiir Prozesse
; verkehrstheoretischer Modelle.



warten nur Aufgaben mit derselben Ek’ 1 oder D Bediendauerverteilung,

dann mufl die Bedienstrategie unter allen wartenden Aufgaben, dieje-
nige mit groflter Leistung auswdhlen und ihr eine unbegrenzte Rechen-

frist zuteilen. Die Leistung einer in Bedienung'befindlichen Aufgabe

wachst monoton, kann also von keiner der anderen wartenden Aufgaben
ubertroffen werden.

Unbearbeitete Aufgaben haben gleiche Le 1stung ‘f (1,0) =15 und sind
deshalb gleichberechtigt. Beispielsweise ist die Bedlendauer 1n der

Reihenfolge der Ankunft (first come first serve, FCFS) optimal. Ent-

scheidungszeitpunkteder Bedienstrategie sind allein die Fertigstel-
lungszeitpunkte von Aufgaben.

Die Leilstung von Aufgaben.mlt sehr groler Bediendauer strebt asymp-
totisch gegen den Wert ‘f(l.t) =kp.; .

t +00

Fur interessante Falle der b, -Verteilung ergibt sich
g.m. (142 n. t)

x*
E2—Verteilung: ) (i,t)
1T + p.t
1
= 1 1 : * .
M-Verteilung ¢ (i,t) = s
(d.h. k=1)
D-Verteilung: _ 5iH4
(d.h. k— o) ’I—pit

Bild o6: Maximale Leistung fur Gewichtsfaktoren g;="1 bel drei Bedien-
dauer-V¥Fn D, M und.E2 1n Abhangigkeit voll der schon ver-
brauchten Bearbeltungszelt t. Parameter ist A = 1/n.



Bild 6 zeigt diese'Leistungen 1n Abhangigkeit der verbrauchten Bedien-
dauer t fur beispielhaft gewahlte Verteilungsparameter.

Fur Aufgaben mitEg—Verteilung uberschreitet die Leistung niemals

den durch die Asymptote gegebenen Wert. Aufgaben mit M-Verteilung
haben eine konstante Leistung (unbearbeitete und bearbeltete Aufgaben
sind gleichberechtigt). Die Leistung von Aufgaben mit konstanter Be-

diendauer steigt umso steiler, je niher man der Fertigstellung kommt
und 1st unmittelbar vor Fertigstellung unbegrenzt grof.

Konkurrieren Aufgaben mit unterschiedlichen Bediendauer-Verteilungen,
z.B. wie in Bild 6 angenommen , dann sind neben den Fertigstellungs-
zeltpunkten auch die Ankunftszeitpunkte Entscheidungszeitpunkte\der
Bedienstrategie. Es ist ndmlich dann moglich, daB eine ankommende Auf-

Jabe einem Typ j angehort, der bisher nicht wartete und eine besonders
5k
hohe Startleistung ¥ (j,0) besitzt:

Eine unbearbeltete Aufgabe 1, die zum Zeitpunkt t wegen 1hrer hohen
Leistung Y’(l 0) in Arbeit genommen wurde, hat elne konstante oder an-

monoton steigende Leistung. Sie kann jedoch von einer zur Zeit t0+t
A E 4
kommenden Aufgabe j mit ¥ (j,0) > ¥ (i,t) unterbrochen werden.

Im Beispiel nach Bild 6 unterbricht eine ankommende Aufgabe vom T'yp
(E2,/3=1) eine andere vom Typ D,RB=3), solange letztere noch nicht
die Dauer t=2.0 Zeiteinheiten bedient wurde. Andernfalls findet keine
Unterbrechung statt. Fir eine Unterbrechungsentscheidung ist es ohne

Belang, wie sich die Leistung der unterbrochenen Aufgabe, verglichen
1t der- der unterbrechenden, bei weiterer Bedienung entwickelt.

4.2 Hyperexponentielle Verteilungen

Die Hyperexponential-r (Hr-) Verteilung enthalt als Grenzfall fir r=1

die negativ exponentielle (M-) Verteilung, vgl. Bild 5d. Verteilungs-
funktion und Dichte lauten

B(t) = 1- Z pyexp(-pit);  b(t)
="

Fur Verteilungen mit r > 1 fallt die bewertete Erfolgsrate, Gl.(3.2),

monoton mit der aufgenommenen- Bediendauer; die Leistung kann nach
Gl.(3.6) bestimmt werden zu




| A
fur t—-»@ erhialt man I%im Y (i,t) = n
—» 00

unter .allen uij 1st.

sy Wobel n. . der kleinste Wert

Bild 7 zeigt ein Beispiel fiir zwei Typen von Aufgaben i=1,2, die bei-
de H2—Bediendauerverteilungen (aber verschiedene,Parameter,uij) haben.
fonkurrieren mehrere Aufgaben desselben Typs um den Prozessor, dann
g1bt es Situationen, in denen zwei oder mehr Aufgaben dieselbe Be-
dienzeit t aufweisen und gleiche Leistung haben.

|

Bild /: Maximale Leistung fiir Gewichtsfaktoren gi=1 fur zweli Typen
1=1,2 von Aufgaben mit unterschiedlichen H,-Bediendauer-VFn.
in Abhangigkeit von der verbrauchten ProzeSsorzeit t.

Sobald eine beliebige dieser Aufgaben die Dauer A > O bedient wurde,
1st 1hre Leistung gefallen, sie muB zugunsten einer anderen abgebro-
chen werden. Dasselbe Schicksal erleidet kurze Zeit spiater die unter-
brechende Aufgabe und das setzt sich so fort. Eine neue ankommende An-

forderung desselben Typs darf unterbrechen und wird solange ununter-
brochen (falls nicht eine weitere Aufgabe ankommt) bedient, bis sie
mit den schon vorhandenen um infinitesmal kurze Zeitscheiben A kon-

kurrieren mulf3.



Die Bedienung beider Typen von Aufgaben des Beispiels in Bild 7 er-
folgt so:

* Aufgaben des Typs i=1 mit t < t, (Klasse 1) werden bedient, als
gabe es nur diesen einen Typ. Falls solche nicht warten, konkurrie-
ren

* Aufgaben des Typs 1 mit thp <t < t, und des Typs 2 mit 0 < t < t,
(zusammen: Klasse 2), u.U. mit kleinen Zeitscheiben A um' Bedienung.

Falls weder Aufgaben der Klassen 1 noch 2 warten, konkurrieren

* Aufgaben des Typs 1 mit t, <t < tBund des Typs 2 mit t > t,

(zusammen: Klasse 3). Falls die Klassen 1 blis 5 unbesetzt sind,
konkurrieren

te unterbrochen werdern. Die Bedienung von Aufgaben mit Hr-Verteilung
erfordert sehr haufig Unterbrechungen und fiihrt in der praktischen An-

wird entscharft, wenn man -wie allgemein iiblich- anstelle sehr kleiner
Rechenfristen A endliche Zeitscheiben Q zuteilt. Dabei geht die Opti-

malitat der Bedienstrategie verloren. Bei geschickter Wahl der Zeit-
scheilbendauer Q bleibt die Strategie "praktisch kostenoptimal" [7].

4.5 Stuckwelse exponentielle Vertellungen

Fll-n Verteilungen wurden in [3], [4] eingefiihrt, um zu praktikablen
optimalen Bedienstrategien und berechenbaren Wartemodellen zu kommen.
Geht man davon aus, daB in Modellen VorkommendelHr-Verteilungen.Néhe—-
rungen fur in der praktischen Anwendung vorkommende Verteilungen

sind, dann spricht nichts dagegen, andere vergleichbare Funktionen

zur Approximation zu wdhlen, vgl. Bild be. Verteilungsfunktion und
Verteilung lauten [4]

B(t) = 1-expl-

M

q tgkﬁpkf”k+1)_pj+1t];



stung mit wachsender Bediendauer t treppenformig, ist also stickwei-

se konstant. Fiur eine PM-Verteilung ist ’
. 5iM4o T+d. < tgi2
5iMin t+d < tgln

(Dabei ist d die Rechehfrist, die zu dieser Losung fiihrt; andere
(groBere) Fristen  sind nicht kostenminimal)

Da es SlCh um eline stuckweise egponentlelle'Vertellung handelt, 1ist
AV erwarten dal3 die Lelstung sich 1n Abhangigkeit der Bediendauer t

SO verhalt, wie das dem zugehorigen exponentiellen Stick tgj <t <
der Bediendauer-Verteilung entspricht.

“gi+
Bild 8 zeigt ein Beispiel mit zwei Typen von Aufgaben 1=1,2 und ver-
schiedenen PM-1 Verteilungen. Dieses Beispiel entspricht dem von
Bild 7. ‘

Aufgaben mit gleicher Leistung sind gleichwertig fir die kostenmini-
male Bearbeitung. Ihre Reihenfolge ist beliebig, z.B. ist die Bedien-
strategie FCFS optimal. Wahlt man filir gleichberechtigte Aufgaben die
Reihenfolge FCFS, dann gibt es nur Zeitscheiben der Dauer tg,| fur
Aufgaben des Typs 1 mit t=0 (wird nie unterbrochen), tg2 fur Aufga-
ben des Typs 2 mit t < tg2 (wird bei Ankunft einer Aufgabe vom Typ 1
unterbrochen, spater fortgesetzt) oder q = unbegrenzt (wobei Aufga-

ben vom Typ 2 bevorzugt vor denen vom Typ 1 fertiggestellt werden).
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Bild 8: Maximale Leistung filir zwei stilickweise exponentielle VFn
1. Ordnung uber der verbrauchten Prozessorzeit t.

Die unbegrenzte Zeltscheibe q wird bei Ankunft einer Aufgabe unter-
brochen.

Anstelle des komplizierten Bedienungsschemas bei Hr—Bediendauerver—
tellungen mit zeltwelse sehr vielen Unterbrechungen und sehr kleinen

Zeltschelben sind bei vergleichbaren PM-1 Verteilungen nur wenige
Unterbrechungen notig.

Man muld sich klar daruber sein, daB die Wahl der Bedienzeiten t

gk
(vgl. Bild 5e) bei der Konstruktion einer PM-n Verteilung gleichzei-

tlg die optimalen Zeitscheibenlangen tgk+1 - tgk festlegt. Wegen der
groflen moglichen Zahl der Parameter bei PM-n Verteilungen gibt es
immer viele gleich gute Losungen, eline gegebene statistische Vertei-
lung zu approximieren. Das gilt jedoch allgemein auch fir die Appro-
x1imation durch-Hr—Verteilungen. Fur PM-n Verteilungen sollte eine
Naherung mit wenigen exponentiellen Stiicken angestrebt werden.

Wahrend man beil Voraussetzung vonﬁHr—Bediendauerverteilungen minima-
le Zelitscheilbendauern Q definieren mulBte, um eine praktikable nur
naherungswelse optimale Bedienstrategie zu erhalten, fihrt die Vor-
aussetzung von PM-n Verteilungen auf eine optimale Bedienstrategie
mit groBen Zeitschelben und wenigen Unterbrechungen.



. ZUR ANALYSE VON WARTEMODELLEN MIT OPTIMALER BEDIENSTRATEGIE

brgebnisse von Uberlegungen zu optimalen Bedienstrategien haben be-
sonders dann praktische Bedeutung, wenn

berechenbar sind.

Im Rahmen der hier betrachteten Modelle mit unbegrenztem Warteraum

schlossen berechenbar, wenn keine Unterbrechungen zugelassen sind:
2 S
Dann 1st die Anfangsleistung ¥ (i,o0) unbearbeiteter Aufgaben des

Typs i(i=1,2,,..N) alleiniges Entscheidungskriterium fir die Bedien-
strategie und Aufgaben desselben Typs werden FCFS bedient.

Diese (wegen des Verbots von Unterbrechungen) nicht optimale Stra-

tegle fuhrt unmittelbar auf das bekannte Modelll M/G/1 mit stati-

schen nicht-unterbrechenden Prioritaten, dessen krgebnisse z.B. 1n
[5, Abschnitt 4] zu finden sind.




Fur den Fall hyperexponentiell verteilter Bediendauern ist kein ein-

ziges lModell bekannt, filir das die Berechnung charakteristischer Gros-

sen bel optimaler Bedienstrategie gelungen ist.
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