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Es wird ein Modell vom Typ M/G/1 (mit einem Prozessor, be-
liebiger Bediendauerverteilung der Anforderungen und Pois-
son Ankunftsprozess) berechnet. Anforderungen mit der stati-
schen Prioritati (1 <i < N) haben individuelle Ankunftsraten
und Bediendauerverteilungen und diirften in einem unbegrenz-
ten Wartepuffer warten. Neben der bekannten Abfertigungs-
strategie first come first serve (FCFS) wird fiir Anforderungen
gleicher Prioritat ein Zeitscheibenverfahren eingefiihrt, das in
Abhangigkeit der schon verbrauchten Bediendauer unter-
schiedlich lange Zeitscheiben verwendet. Die mittlere Wartezeit
wird dabei u.U. gegenuber der Strategie FCFS deutlich verklei-
nert.

- Die mittlere Wartezeit von Anforderungen jeder Prioritat und
die von der Bediendauer abhangige mittlere Wartezeit werden
berechnet. Beispiele erlautern die gewonnenen Ergebnisse.

An infinite queue single-server model M/G/1 with N external
preemptive-resume priorities is analysed. Customers with pri-
orityi (I <i=< N) arrive according to a Poisson process with in-
tensity ;, join the i" priority level and demand service according
to a general distribution function. In each priority level the serv-
ice discipline may be either FCFS or MLFCS (multi-level
FCFS). Inthe MLFCFS discipline service requests are assigned
to different sublevels within a priority level, dependent on the a-
mount of attained service. Between such sublevels the feedback
discipline FB, is applied. _

We compute the mean waiting time of customers with priority
number i, both with and without condition on their service

requirement. Examples are discussed for which the mean wait-
ing time is plotted.

1 Einleitung

Fur Realzeitrechner stellt sich die Aufgabe, Anforderungen
abhangig von ithrer Wichtigkeit unterschiedlich schnell zu be-
dienen, so dal3 wichtige Anforderungen moglichst kurz, un-
wichtigere dafur langer warten mussen. Jede Anforderung ist
durch ithren Ankunftszeitpunkt in einer Warteschlange vor
dem Prozessor und ihre Bediendauer beschreibbar. Wir be-
trachten hier den Fall, dal3 Anforderungen zu nicht vorausbe-
kannten Zeitpunkten ankommen, und daf3 ihre Bediendauern
einer gegebenen Vertellungsfunktion entstammen, also nicht
exakt bekannt sind. Anforderungen unterschiedlicher Wich-
tigkeit sollen individuelle Ankunftsprozesse (d.h. Gesetzma-
Bigkeiten fur den Abstand zwischen Ankunften) und indivi-
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duelle Bediendauerverteillungen haben konnen, sowie unter-
schiedliche statische unterbrechende Prioritaten haben.

Beispielsweise konnen sehr wichtige Anforderungen eine ho-
he Ankunftsrate und im Mittel kurze Bediendauern haben,
wahrend unwichtigere Anforderungen seltener auftreten und
1im Mittel langer rechnen.

Bei Prozef3rechnern werden Anforderungen gleicher Wichtig-
keit (d.h. Prioritat) ublicherweise in der Reithentolge des Ein-
treffens (Strategie FCFS, first come first serve) abgearbeitet.
Unter dieser Voraussetzung kann die mittlere Wartezeit und
deren Streuung fur Anforderungen jeder Prioritat berechnet
werden.

Es ist nun bekannt [7; 8|, da3l Anforderungen mit stark
streuender (= starker streuend als eine negativ exponentielle
Verteilung) Bediendauer bezuglich ihrer mittleren Wartezeit
deutlich gunstiger durch Strategien bearbeitet werden, die den
Rechnerkern bevorzugt solchen Anforderungen zuteilen, die
eine erwartete kurze Restbearbeitungsdauer haben. Bei stark
streuenden Bediendauern ist also die Strategie FCEFS unvor-
teilhaft. Bevor man sich jedoch fur das Abgehen von der Stra-
tegie FCFS und die Anwendung gunstigerer Strategien ent-
scheidet, mussen Ergebnisse beider Strategien zum Vergleich
vorliegen. Wir behandeln im folgenden eine — unter in der
Praxis von Prozef3rechnern vorliegenden Verhaltnissen — fur
stark streuende Bediendauern wartezeitoptimale Strategie

MLFCEFS (multilevel FCFS) und berechnen die mittlere War-
tezeit.

Ohne dal} bisher Messungen aus realen Systemen vorliegen,
kann man aufgrund der Kenntnisse uber Teilnehmersysteme
davon ausgehen, dal3 die Bediendauern nicht zentralspeicher-
residenter Rechenprozesse von Prozel3rechnern ebenfalls
stark streuende Bediendauern haben. Eventuell kann das auch
fur zentralspeicherresidente Prozesse ertullt sein. Da auch tur
solche Rechenprozesse kleine mittlere Wartezeiten erwunscht
sind, 1st es sinnvoll, entsprechende Ergebnisse einer wartezeit-
optimalen Abfertigungsstrategie zu berechnen — und mit Er-
gebnissen der bis heute bei1 ProzeBrechnern angewandten
Strategie FCES zu vergleichen.

Warteschlangenmodelle mit Prioritaten und Zeitscheiben sind
in der Literatur bisher kaum behandelt worden. Eine kurzlich
erschienene Arbeit |1]| betrachtet ein Modell, das Ankunfte
in jeder Prioritat zulal3t und innerhalb jeder Prioritat Warte-
schlangen fur Anforderungen auch aller hoheren Prioritaten
vorsicht. Wird emne Anforderung wahrend einer wahlbaren
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Zeitscheibe nicht fertig, dann wird sie in die ithrer Ankunfts-
prioritat entsprechende Warteschlange der nachstunwichtige-
ren Prioritat zuruckgelegt. Zeitscheiben sind nicht unterbrech-
bar. Verwaltungszeit wird betrachtet und die mittlere Warte-
zelt berechnet. Verglichen mit dem hier betrachteten Modell
1st die Einbeziehung von Verwaltungszeit ein Vorteil, die
Nichtunterbrechbarkeit von Zeitscheiben jedoch ein Nachteil.

Fur ProzeBrechner scheint diese Abfertigungsreihenfolge
nicht von Bedeutung zu sein.

Bemerkenswert 1st auch eine Arbeit [2], in der die Laplace-
Stieltjes Transformierte der bedingten Wartezeit berechnet
wird. Weitere kurzlich erschienene Arbeiten [3; 9] behandeln
ebentalls ein sehr ahnliches Modell. In all diesen Modellen
durten Zeitscheiben nicht unterbrochen werden.

Sie sind fur Prozefirechner unbrauchbar, weil bei ihnen die
statische Prioritat jeder einzelnen Anforderung nicht konse-
quent beachtet wird. Stattdessen konnen Anforderungen mit
niedriger Prioritat vor anderen mit hoherer Prioritit bedient
werden, wenn letztere schonsehrlange bearbeitet worden sind.

Das vorgestellte Modell hat folgende Merkmale

— die statische Prioritat jeder Anforderung wird strikt beach-
tet;

— die Zeitscheibenstrategie (mitendlichen oder unbegrenzten
Zeitscheiben) wird nur fiir Anforderungen gleicher Priori-
tat benutzt;

— Zeitscheiben werden sofort unterbrochen (und spéter fort-
gesetzt), wenn eine Anforderung hoherer oder gleicher
Prioritat im Modell ankommt.

Eine allgemeinere Aufgabenstellung ware, auch Hintergrund-
transporte wahrend der Bearbeitung eines Rechenprozesses
1m Modell zu bertcksichtigen. Das ist jedoch bisher in Mo-
dellen mit statischen Prioritaten auch bei einfachen Abferti-
gungsstrategien nicht gelungen. Der Nutzen der hier berech-
neten Ergebnisse liegtim Vergleich der Resultate unterschied-
licher Strategien. Bei Einbeziehung von Transporten in die
Modellierung werden Unterschiede der Ergebnisse verschie-

dener Strategien zwar kleiner, die Tendenz bleibt jedoch er-
halten, vgl. [11].

2 Modellbeschreibung

Wir betrachten ein Modell entsprechend Bild 1 mit N= 1 un-
terbrechenden Prioritaten, N Warteschlangen (fiir jede Priori-
tat eine), unbegrenzter Lange der Warteschlangen und einem
Prozessor. Unterbrechende Prioritatbedeutet,daBB der Prozes-

i
#
Prozessor

Ankunfts- Warte-
prozesse schlangen

Bild 1. Modell eines ProzeBBrechners mit unterbrechenden Priorititen.
A; = Ankunftsrate
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sor die Arbeit an einer Anforderung der Prioritat i sofort un-
terbricht, wenn eine Anforderung mit einer Prioritit j < i ein-
triftt. Eine unterbrochene Anforderung wird weiter bearbei-
tet, wenn keine wichtigere Anforderung mehr wartet (preemp-
tive resume). Kleine Zahlenwerte bedeuten hohe Prioritéten.
Eine Warteschlange mit der Nummer i heif3t auch Prioritdts-
ebene I.

Die Ankunttsabstande von Anforderungen der Ebene i sollen
negativ exponentiell mit dem Parameter A; verteilt sein, d.h.
die Ankunttsprozesse sollen Poisson Prozesse sein. Die Be-
diendauer b; einer Anforderung der Ebene i gehorche einer
beliebigen ditferenzierbaren Verteilungsfunktion P(b; < t) =
B;(t) mit endlichem 2. Moment. Die einzelnen Bediendauern
b; und b;(i,j € N) seien unabhangige Zufallsvariable der be-
trachteten Verteillungsfunktionen (abgekiurzt: VFn).

Daalle Anforderungen akzeptiert werden, sind Ankunfts- und
Fertigstellungsrate A; identisch gleich und durch Summation
erhalt man

N
hen= 2, (2.1)
] =]

fur alle Anforderungen gemeinsam. Die Rate A; heif3t auch
Durchsatz (Anforderungen pro Zeiteinheit) der Prioritats-
ebene i; A<y ist der Gesamtdurchsatz. Wir interessieren uns
fur die mittlere Wartezeit bei gegebenem Durchsatz. Normiert
man den Durchsatz auf die mittlere Bediendauer §; von An-
forderungender Ebene i, dann kommt man zu einem allgemein

ublichen Malf3
0i = A; Bi (2.2)

das Angebot der Prioritatsebene i genannt wird. Die Summe
aller Angebote ergibt das Gesamtangebot

0 =0=<N= Z o (2.3)

und gibt be1 ¢ < 1 die Auslastung des Prozessors an. Das r-te
Moment einer Verteilungsfunktion P(¢) berechnet man aus

co

Y1)= J " dP(¢) . (2.4)

0

Also sind fur die Prioritatsebene i die r-ten Momente der
Wartezeit-VF W;(tr) und der Bediendauer-VF B;(t) be-
stimmt aus

Q0 o

A f ' dWi(t) bzw. B = ] t" dB;(?) . (2.5)

0 0

Anstelle der ersten Momente (= Mittel-, Erwartungs-
werte) W) bzw. ﬁ,-(l) schreibt man vereinfacht W, bzw. 8.
Fiir die Ubersichtlichkeit der folgenden Formeln ist es niitz-
lich, Ankunftsraten, Angebote und Bediendauer-Momente
der Prioritatsebenen 1 bis k entsprechend ihrer Auftretens-
wahrscheinlichkeit gewichtet zusammenzufassen und zu

schreiben



(2.6)

Entsprechend bedeutet

k-1
O<k = ; Qi .

Im Modell nach Bild 1 unterscheiden wir 2 verschiedene Ab-
fertigungsstrategien fiir Anforderungen der Priorititsebene ;
durch den Prozessor:

FCES: Anforderungen innerhalb einer Ebene i werden in

der Reihenfolge des Eintreffens bearbeitet.

MLEFCEFS: Anforderungeninnerhalb einer Ebene werden ent-
sprechend ihrer schon abgearbeiteten (verbrauch-
ten) Prozessorzeitin verschiedene Warteschlangen

innerhalb der Ebene i einsortiert, vgl. Bild 2 und
Tabelle 1.

I'abelle 1. Bediendauer-Intervalle der Strategie MLFCFS.

weamerte |1 [ 2 [] i1

verbrauchte Prozes-
sorzeittistim Inter- | 0<t<¢,; |t,;<t< L2 tn St <tlgyy) = @
vall

Jeder Zugang in die Warteschlange 1 des Modells nach Bild 2

fortgesetzt. Innerhalb der Warteschlange k wird die Strategie
FCES angewandt (1<k<n+1).

1

Prozessor

n+ Rick-
speisung

Warteschlangen

Bild2. Modellzur Darstellungder Arbeitsweise der Strate gie MLFCFS. Warte-

schlangen mit kleinerer Nummer haben gegenuber anderen unterbrechende
Prioritat. Innerhalb einer Warteschlange wird die Strategie FCFS angewandt.

ung sind interne Priorititen, die mit Zeitscheiben arbeiten, be-
zuglich der mittleren Wartezeit deutlich gunstiger.

Kennt man die beiden ersten Momente einer VF, dannist dar-
aus die Varianz (= Streuung), ¢°, berechenbar

02 =y — 2. (2.7)

Als Variationskoeffizient wird der Ausdruck
C=oaly (2.8)

bezeichnet. Er eignet sich zum Vergleich von VFn bezuglich
threr Streuung um ihren Mittelwert. Die negativ exponentielle
VFhat einen Variationskoeffizienten C = 1. Weniger streuen-
de VFn haben C < 1, starker streuende haben C > 1.

3 Bekannte Ergebnisse

Setzt man fiir das Modell nach Bild 1 voraus, da die Abferti-
gung innerhalb jeder Ebene durch die Strategie FCFS ertolgt,
dann sind die gesuchten Momente der Wartezeit-VF bei Vor-
aussetzung von Poisson- Ankunftsprozessen und beliebigen
Bediendauer-VFn berechenbar.

Unter Voraussetzung der Strategie MLFCFS ist bisher nur die
mittlere Wartezeit des Modells nach Bild 2 berechenbar
111; 12]. Dieses Modell muB einen Poisson- Ankunftsprozef3
haben; die Bediendauer-VF darf beliebig sein. Verwaltungs-
autwand fiir Unterbrechungen wird in beiden Fillen nicht be-
rucksichtigt.

3.1 FCFS in jeder Ebene

Die Verweildauer einer Anforderung der Ebene i des Modells
nach Bild 1 habe die Momente V\"). Sie setzt sich zusammen
aus der Wartezeit vor Beginn der Bearbeitung mit den Zuge-
horigen Momenten W), der Bediendauer mit den Momen-
ten B8{” und der Wartezeit wegen Unterbrechungen durch An-
forderungen wichtigerer Ebenen. Die letzten beiden Anteile
fal3t man zusammen und nennt sie Fertigstellungsdauer; die
Momente der zugehorigen VF seien T\”. Die gesuchten Mo-

mente der Wartezeit-VF berechnet man, fiir r= 1, 2, nach
[4, 5, 10] aus

WO = VO — g0 = w0 4 70 _ g0 (3.1)
Dabei sind
Wi =< €/ (2 (1 - 0<)) (1 — o)) (3.2)
Wi = 1< BE/(3 (1 - 0<) (1 — 0<)?) + (W)

Bz pQIQ (- 0) (1 —00)) O
Ii = p; + Bio<i/ (1 — 0<)
I = B2/(1 — 0)* + Bi Aei B (1-0<). (3.4)
Also i1st
Wi=W*+T — 8. (3.5)

Wi kann iiber G1. (3.1) mit Hilfe der Gln. (3.3) und (3.4)
bestimmt werden.

3.2 MLFCEFS in der wichtigsten Ebene

Da 1m Modell nach Bild 1 Anforderungen der wichtigsten
Ebenei = 1nichtdurch Anforderungen unwichtigerer Ebenen
gestort werden, kann man bekannte Ergebnisse des Modells
nach Bild 2 als gleichzeitig giiltig fiir die Priorititsebene 1 von
Bild 1 verwenden. Der Index k kennzeichne eine der Warte-

schlangen des Modells nach Bild 2, (1 <k <n + 1).

Bei1 der Herleitung eines Ausdrucks fiir die mittlere Verweil-
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zeltder Strategie MLFCFS fiir Anforderungen mit der Bedien-
dauer fy_; <t=ty, d.h. firr solche, die die Warteschlange k
des Modells nach Bild 2 erreichen und dann dort fertiggestellt
werden, wird in [6] folgendermal3en argumentiert: Man kann
die Warteschlange k isoliert betrachten und zwei Tatsachen
nutzen:

1. Die Annahme unterbrechender Prioritit aller Warteschlan-
gen mit Nummern j(1 <j < k) hat zur Folge, da} alle An-
forderungenin Warteschlangen mit Nummern;j> kignoriert
werden durfen. Denn ihre Bearbeitung kann die von wichti-
geren Anforderungen (j < k) nicht storen.

2.Die Verwellzeit einer Anforderung, welche die Warte-
schlange k erreicht und dort fertiggestellt wird, kann man
sich als aus zwei Anteilen zusammengesetzt denken: Der
erste TellumtaB3tdie Zeitvom Eintreffen einer Anforderung
1m Modell bis zu dem Zeitpunkt, zu dem sie die Warte-
schlange k erreicht hat und diese Warteschlange k erstmals
bedient wird. Der zweite Teil beginnt unmittelbar nach dem
ersten Antellundendet, wenndie Anforderungfertiggestellt
1st. Man sieht leicht ein, daB3 beide Anteile nicht durch die
Abfertigungsreihenfolge innerhalb der Warteschlangen 1
bis k — 1 beeinflullt werden. (Das kann auch exakt bewie-
senwerden.) Man kann alsoinnerhalbder Warteschlangen 1
bis k — 1 irgendeine fir die Berechnung geeignete Strate-
gie unterstellen. Es ist sogar zulassig, alle Warteschlangen
mit Nummern 1 bis £ — 1 in eine Warteschlange mit Be-
diendauern ¢, (0 <?=t,_1), zusammenzufassen und dort
die Strategie FCFS anzunehmen.

Deshalb 1st die Verweilzeit V(¢) von Anforderungen mit der
Bediendauer # durch Betrachtung eines Modells (M 1) mit nur
zwel Warteschlangen moglich: Warteschlange 1 umfaf3t alle
Anforderungen mit Bediendauern 0 <t=t,_; und Warte-
schlange 2 umfal3t solche mit ¢, <t=<t,. Anforderungen,
dieinder Warteschlange k des urspriinglichen Modells (Bild 2)
nicht fertiggestellt werden, zahlen mit zu den fertigen Anfor-
derungen. Die Bediendauer-VF wird also als bei ¢ = ¢, abge-
schnitten unterstellt.

Die mittlere Verweilzeit einer Testanforderung mit einer Be-
diendauer #,,_; <t besteht aus der Summe der Bediendauern
aller bereits be11threm Eintreffen in den Warteschlangen 1 und
2 wartenden Anforderungen plus den Bediendauern aller An-
forderungen mit Bediendauernt <t _,, die wihrend des Auf-
enthalts der Testanforderung im Modell noch eintreffen, plus
der eigenen Bediendauer. Der erste Teil entspricht genau der
mittleren Wartezeit eines Modells mit der Strategie FCFS und
einer Warteschlange, wobel die Bediendauer bei ¢ = ¢, abge-
schnitten ist.

Dieser Teil lautet
Wi=2t2/2 (1 - A1), (3.6)

wobeiA f, das Angebotder Warteschlangen 1 bis k des Modells
nach Bild 2 ist, mit A = A;. Da wahrend der Verweilzeit dieser
T'estanforderung wichtigere Anforderungen mit der mittleren
Bediendauer #,_; und der Rate 4 ankommen, ist die mittlere
Verweilzeit dieser Testanforderung nach [6]

V()= Wi+ t+ A V(D) e, (3.7)
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so dal3 man schreiben kann
Vi) =W+ /(1 =21 t_4). (3.8)

Daraus kann durch gewichtete Summation die mittlere Ver-
wellzeit gewonnen werden [12]

n+1

2 P [Wi+ Ei]
k=1 1 —A [r—1

V= , mit £ =0. (3.9)

Dabeiist P, die Wahrscheinlichkeit, daB3 die Bediendauer einer
Anforderung zwischen ¢, und tx llegt

Py = ] dB(1) ,

lek—1

(3.10)

Ej 1st der Bediendauer-Erwartungswert von Anforderungen,
deren Bediendauer im Intervall [, ] liegt

- 1
E, =—f t dB(¢) (3.11)
Py

lgk—1

und #; der Bediendauer-Erwartungswert einer Anforderung,
die weniger als oder gerade die Zeit ¢, verbraucht hat

[ = jtdB(f) + tgk[l — B(tgk)] :

(3,12)
0
Das entsprechende 2. Moment lautet
1O = j t* dB(t) + t[1 — B(tu)] - (3.13)
0
Die mittlere Wartezeit ergibt sich aus
W=V-g. (3.14)

3.3 Anwendungsbeispiel fiir ein Modell mit nur einer
Prioritatsebene

Bild 3 zeigt beispielhaft Ergebnisse der Strategien FCFS und
MLEFCES, angewandt auf 2 unterschiedliche Bediendauer-

20

!
W
;

10

0 0,5 ]
p —e >

Bild3. AufdenBediendauer-ErwartungswertSbezogene mittlere Wartezeit W

uber dem Angebot g fiir das Modell nach Bild 2.

Kurve 1:nur 1 Warteschlange (FCFS) und stark streuende Bediendauer-VF
(C=17);

Kurve 2:eine oder beliebig viele Warteschlangen (Strategien FCFS oder
MLFCFS) und M-Bediendauer-VF (C = 1);

Kurve 3:3 Warteschlangen und stark streuende Bediendauer-VF (C = 7) und
Intervalle, so daB3 —vgl. Gl. (3.10) - P, =0.77, P, =0.215, P;=0.015
werden. Strategie MLEFCES.



VFn, im Vergleich. La3t man im Modell nach Bild 2 nur eine
Warteschlange zu, so dal3 f,; = « wird, dann erhalt man das-
selbe Ergebnis, wie fur die 1. Prioritatsebene des Modells nach
Bild 1: 1n beiden Fallen wird dann die Strategie FCFS ange-
wandt. Fur stark (C = 7) bzw. weniger (C = 1) streuende Be-
diendauern erhalt man die Kurven 1 bzw. 2.

Be1 Anwendung des Modells nach Bild 2 erhilt man fir die
Anforderungen mitwenigstreuender Bediendauer-VF(C=1)
unabhangig von der Zahl der Warteschlangen die Kurve 2; fiir
die stark streuende Bediendauer-VF erhalt man bei mehreren
(hier 3) geeignet gewidhlten Intervallen ¢,; die Kurve 3. Be-
merkenswert 1st der allein durch unterschiedliche Strategien
entstandene Unterschied zwischen den Kurven 1 und 3. Bei
von C =7 an abnehmendem Variationskoeffizienten wiirden
sich die Kurven 1 und 3 zunehmend der Kurve 2 niahern und
sie bet C=1 erreichen. Fiir weiter abnehmende Werte
C <1 wandern die Kurven 1 und 3 in derselben Richtung
weiter, so dafl die Kurve 1 bei C = 0 geringfiigig unterhalb
der Kurve 2 ankommt, die Kurve 3 wenig oder viel, je nach
Anzahl der im Modell nach Bild 2 gewahlten Warteschlangen,
oberhalb der Kurve 2 liegt.

An diesem Beispiel sieht man, daf die Strategie MLFCEFS ge-
genuber der Strategie FCFS vorteilhaft ist, wenn die Bedien-
dauer-VF der Anforderungen stark streut, d.h. C > 1 ist.

FCFS

;__.Hih_ -

g 07<v Prozessor— -
d

unterbrechen

Bild 4. Modell mit unterbrechenden Prioritaten und der Strategie FCFS inner-

halb jeder Ebene j# i, (j,i € N) mit Ausnahme der Ebene i, wo die Strategie
MLFCEFES angewandt wird.

4 Neue Resultate

Die Berechnung der mittleren Verweilzeit der Strategie
MLEFCEFS fir Anforderungen mit der Bediendauer #,_; <
t =1z wurde 1n Abschnitt 3.2 auf die Berechnung eines
Modells M1 mit nur zwei Warteschlangen zuriickgefiihrt. Die-
selbe Technik laB3t sich tibertragen auf die Berechnung der
mittleren Verweilzeiten V;(¢) und V; des Modells nach Bild 4.
In diesem Modell wird in allen Warteschlangen (= Prioritéts-
ebenen) 1,2,...i—2,i—1,i+ 1,... N die Strategie FCFS an-
gewandt. Nur in der Priorititsebene i wird die Strategie

MLFCES verwendet. Dabei wird dort das Warteschlangen-
system des Modells nach Bild 2 eingesetzt mit der Poisson- An-
kunfsrate 4; und der Bediendauer-VF B;(¢). Die einzelnen
Warteschlangen der Prioritatsebene i werden mit i, k indiziert
(1=k=n+1). Unter Wiederholung des in Abschnitt 3.2 be-
sprochenen Gedankenganges wird die mittlere Verweilzeit
Vi(t) von Anforderungen der Prioritdt i mit Bediendauern
Loik—1 <t =1, x bzw. deren mittlere Verweilzeit V; berechnet.
Man dart wieder die Warteschlange i, k isoliert betrachten
und tolgende Tatsachen nutzen:

1. Die Annahme unterbrechender Prioritat aller Warte-
schlangen mit Nummernj(1 <j<k)undr(1<r=<i— 1)hat
zur Folge, daf3 alle Warteschlangen mit Nummern j > k und
r > 11gnoriert werden durfen. Denn ihre Bearbeitung kann
die von wichtigeren Anforderungen nicht storen.

2. Die Verweilzeit einer Anforderung, welche die Warte-
schlange i, k erreicht und dort fertiggestellt wird, kann man
sich aus zwei Anteilen zusammengesetzt denken. Der erste
T'ell umtal3t die Zeit vom Eintreffen dieser Anforderung im
Modell bis zu dem Zeitpunkt, zu dem sie die Warteschlange
I, k erreicht hat und diese Warteschlange i, k erstmals be-
dient wird. Der zweite Teil schlieBt unmittelbar an den

ersten Teil an und endet mit der Fertigstellung der An-
forderung.

Beide Antelile sind nicht durch die Abfertigungsreihenfolge
innerhalb der Warteschlangen 1 bis i, K — 1 beeinfluB3bar.
Man kann also in den Warteschlangen 1 bis i, k — 1 irgend-
eine Strategie unterstellen oder diese Warteschlangen auch
in eine Warteschlange W1 mit beliebiger Abfertigungsstra-
tegie (z.B. FCFS) zusammenfassen.

Unterstellt man die Bediendauer-VF von Anforderungen mit
der Ankunftsrate 4; sei B;(¢), dann ist die durch Gewichtung
gewonnene gemeinsame Bediendauer-VF aller Anforderun-
gen der Prioritaten j(1 <j<1i, k)

1—1
j=1
mit Pl-(t) _ { Bi(f) fur 0=r=< tgi,k
1 sonst.

In B<; (¢) sind nur Anforderungen der Prioritat i enthalten,
deren Bediendauern ¢ <, ; sind. Gibt es Anforderungen mit
t > tgi k, dann hat die VF Bg; i(¢) bei t = t,; , also einen Sprung.

Das r-te Moment der gemeinsamen Bediendauer-VF B, x(¢)
1st

00 lgi k

i—1
tg,k — /1;;1 [lejftrdBj(t) T ﬂi[]tr dB;(¢t) +
e

(4.2)
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Der weitere Gang der Rechnung verlauft analog, wie fiir das
einfache Modell nach Bild 2:

Die mittlere Verweilzeit einer Testanforderung mit einer Be-
diendauer ¢, 1 <t =t, ; besteht aus der Summe der Bedien-
dauern aller beiihrem Eintreffen bereits wartenden Anforde-
rungen der Warteschlangen j<1i, k plus den Bediendauern
aller Anforderungen mit Bediendauern¢ <t 1, die wahrend
des Aufenthalts der Testanforderung im Modell noch ein-
tretten, plus der eigenen Bediendauer. Der erste Teil ent-
spricht exakt der mittleren Wartezeit eines Modells mit einer
- Warteschlange W1 und der Strategie FCFS, wobei die Bedien-
dauer-VFdurch Gl. (4.1) gegebenist. Das heif3t, entsprechend
Gl. (3.6), ist diese mittlere Wartezeit

Wik = (A< tﬁ_?,{k)/ (2(1 —o<i—4Aity)). (4.3)

Da wahrend der Verwellzeit V(¢) dieser Testanforderung
wichtigere Anforderungen mit mittleren Bediendauern
t<ix-1, vgl. Gl.(4.2) mit der Rate A-; ankommen, ist die Ver-
wellzeit der Testanforderung, welche die Bediendauer ¢ hat

Vi(®) = Wik + t + A< Vi(t) t=ik-1 (4.4)

woraus unmittelbar folgt

Vi(t) = (Wi + 0)/(1 — A<it<ip-1) - (4.5)

Wie in Gl. (3.9) erhalt man auch hier die mittlere Verweilzeit
fur Anforderung der Prioritatsebene i, in der die Strategie
MLFCFS angewandt wird, durch gewichtete Summation

n+1

¥y = kz (Pl Wik + Eii])/(1 — At<ip-1) - (4.6)
=1

Anstelle der Bediendauer 71n GI. (4.5) tritt dabei der Bedien-
dauer-Erwartungswert E;; von Anforderungen, deren Be-
diendauer im Intervall (¢, x—1, t,; ] liegt, vgl. G1.(3.11). Ent-
sprechend Gl. (3.10) ist

lgi k

Pix= 24 dBi(t) = Bltgs) — Bltgi-1) (4.7)

loi k—1

Diese Formeln sind auch sofort analog anwendbar, wenn ne-
ben Anforderungen der Prioritat i noch andere der Prioritat

] # i durch die Strategie MLFCEFS bearbeitet werden.

Betrachtet man weiterhin die Ebene i und unterstellt, die
Strategie MLFCFES wurde in den Ebenen i und j<i ange-
wandt, wahrend in den ubrigen Ebenen r # j <i die Strategie
FCES angewandt wird, dann gelten die Gln. (4.1) bis (4.7) un-
verandert weiter. Mit anderen Worten, es ist fur die Ebene i
bedeutungslos, welche Strategie in einer Ebene mit anderer
Prioritat angewandt wird. Diese Tatsache wurde schon bei der
Herleitung der Formeln fur die Ebene i genutzt.

Die mittlere Wartezeit berechnet man, wie in GI.(3.1) zu
Wi=V:—p (4.8)

und die mittlere Wartezeit von Anforderungen mit der Be-
diendauer t, (5 -1 <t =ty x) ist

Wi(t) = (Wik + tA<it<i—1)/(1 — A<it<if—1) - (4.9)
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SchlieBlich 148t sich durch Ubertragung der Ergebnisse des
Modells nach Bild 1, vgl. GIn. (3.1) bis (3.5), fiir das Modell
nach Bild 4 das 2. Moment der Wartezeit-VF W'} der An-
forderungen der Ebene i berechnen, die eine Bediendauer
t(0=t=t, ) haben. Dabei miissen auch die 3. Momente der
Bediendauer-VFn als endlich vorausgesetzt werden.

> Mittlere Wartezeit der Prioritiat i bei optimaler Strategie

Schon 1n der Einleitung wurde betont, daB3 die Strategie
MLFECES nur dann fur Anforderungen der Prioritatsebene i
eine kleinere mittlere Wartezeit als die Strategie FCFS erzielt,
wenn die Bediendauer-VF der Anforderungen stark streut,
d.h. C> 1ist. Be1 C = 11st die Strategie FCFS optimal. In der

Literatur hat sich zur Approximation stark streuender VFn die

hyperexponentielle VF n-ten Grades (H,-VF) eingebiirgert
P()=1- 2 we™;
i=1

ﬂi>0,wi>072wi=1' (51)
_i__'l .

Ein Nachtelil i1st, daf3 dann die mittlere Wartezeit nur mit Stra-
tegien minimiert werden kann, bei denen zumindest zeitweise
infinitesimal kleine Zeitscheiben (processor sharing) notig
sind [6, 7]. Ubertrigt man diese Erkenntnis auf reale Rechner,
bei denen jede Zeitscheibe Verwaltungszeit hervorruft, dann
sind diese Strategien nicht akzeptabel. Man behilft sich bei der
Anwendung dieser Strategien in der Praxis mit suboptimalen
Strategien, bei denen die Zeitscheiben endlich grof3 sind.

Probleme treten dabei insbesondere bei der Wahl der Anzahl
und Lange der Zeitscheiben auf. Die Anzahl bestimmt den
Verwaltungsautwand, die Lange das Abweichen von der mi-
nimal moglichen mittleren Wartezeit. Die in den folgenden
Beispielen gewahlten Zeitscheibenlangen ergeben sich, wenn
man anstelle der hier unterstellten Hyperexponential-VFEn
aquivalente stuckweise exponentielle Verteilungsfunktionen
|11] ansetzen wiirde. Fiir letztere waren diese Zeitscheiben-
langen wartezeitoptimal.

5.1 Beispiele

In diesem Abschnitt unterstellen wir das Modell nach Bild 4
mit N = 3 Prioritatsebenen und gleichmafig auf diese Ebenen
aufgetelltem Gesamtangebot, namlich go; = o/N. Aullerdem
unterstellen wir (der Einfachheit halber) dieselbe Bedien-
dauer-VFtfuralle Anforderungen. Zunachstbehandeln wir das

Beispiel 1: Hy-Bediendauer-VF (nach Gl. (5.1) mitn = 2) und
denParametern W; =09, W, =0.1,u; =1.24 s_l,,uz =0.05s" 1,
C = 3,5.Zwei1 ZLeitscheibenlangent; =, = 25,1, = ®.

Unter Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 4 kann die
mittlere Wartezeit fur beide Strategien, FCFS und MLFCES,
jewells angewandt auf Anforderungen innerhalb jeder Priori-
tatsebene berechnet werden. Bild 5 zeigt die bezogene mittlere
Wartezeit der Prioritatsebene i uber dem Gesamtangebot o.
Fur jede Prioritat sind die Ergebnisse der Strategien FCFES
(ausgezogen) und MLFCEFS (gestrichelt) angegeben. Es ist
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Bild 5. Bezogene mittlere Wartezeit iiber dem Gesamtangebot o fur das Modell
nach Bild 4 mit N = 3 Priorititen und den Strategien FCFS (ausgezogen) und
MLFCEFS (gestrichelt). Die Parameter sind in Beispiel 1, Abschnitt 5.1 ange-

geben.

auch der Fall des gesattigten Ankunftsprozesses o > 1 mit dar-
gestellt. Vergleicht man die Wartezeiten der beiden Strategien
innerhalb der Ebene i, dann wird bei gegebenem Gesamtan-
gebot der prozentuale Unterschied um so groB3er, je kleiner
(unwichtiger) die Prioritat ist. Das heif3t, auch fur niedrige
Prioritaten lohnt sich das Zeitscheibenvertahren.

Beispiel 2: H,-Bediendauer- VFn wie im Beispiel 1 in den Prio-
ritatsebenen j#i und negativ exponentieller (M-)VF in

Ebene 1.

Unterstellt man in einer der Prioritatsebenen anstelle einer
H,-VF eine M-VF, dann erzielen die Strategien MLFCEFS und

? ] .‘-,.-
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Bild 6. Bezogene mittlere Wartezeit iiber dem Gesamtangebot o fur das Modell
nach Bild 4 mit N = 3 Prioritaten, vgl. Beispiel 2.

FCFS dort dasselbe Ergebnis. Bild 6 zeigt das Ergebnis. Durch
Vergleich mit Bild 5 stellt man fest, dal} dort die Kurven der
Strategie MLFCEFS unterhalb der entsprechenden Kurven von
Bild 6 verlaufen. Es gilt also unabhangig von der Prioritats-
ebene hier dasselbe schon in Bild 3 beobachtete Gesetz, daf3
man bei geeigneter Bearbeitung (Strategie MLFCFS) von An-
forderungen mit stark streuender Bediendauer-VF (C> 1),
spiirbar kleinere mittlere Wartezeiten erzielt, als mit der Stra-

tegie FCES fur eine M-VF.

In Gl. (4.9) wurde fiir die Strategie MLFCFS ein Ausdruck fur
die bedingte mittlere Wartezeit W;(¢) von Anforderungen mit
der Bediendauer tder Prioritatsebene i angegeben. Bild 7 zeigt
ein entsprechendes Ergebnis fiir das Beispiel 1 und die Priori-
tat 2 bei drei verschiedenen Gesamtangeboten. Der Sprung
aller Kurvenbeit = 2srithrt daher, dal3 Anforderungen mit bis
zu 2s Bediendauer unterbrechende Prioritat gegenuber den
ubrigen haben und deshalb bevorzugt bedient werden.
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0.6

10 il -
E 0.

lg t [5_1 | —»
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Bild 7. Mittlere Wartezeit von Anforderungen der Prioritatsebene 2 in Abhan-
gigkeit der Bediendauer ¢ fiir die Parameter des Beispiels 1 und das Modell
nach Bild 4. Kurvenparameter ist das Gesamtangebot g.

Dieser Sprung erscheint fiir manche praktische Anwendungen
unerwiinscht hoch zu sein: besser ware eine mitzkontinuierlich
wachsende mittlere Wartezeit W;(¢). Ein solcher Kurvenver-
lauf ist unter Nutzung noch verbliebener Freiheitsgrade der
Strategie MLFCFS moglich und bereits in [12] beschrieben.
Dabei miissen im Modell nach Bild 2 bzw. in der Prioritats-
ebene i des Modells nach Bild 4 Anforderungen der Warte-
schlangen 2 < k< n + 1—abweichend von der Strategie FCES
innerhalb dieser Warteschlangen — nach wachsender schon
verbrauchter Prozessorzeit geordnet werden und nach der
Strategie SET (shortest elapsed time first) bearbeitet werden.
Dabei wird eine Anforderung weiterhin nur durch in Ebenen
mit unterbrechender Prioritat eintretfende Anforderungen
unterbrochen. Die Rechenergebnisse von Abschnitt 4 gelten
weiterhin. Ein weiterer Vorteil dieser modifizierten Strategie
ist, daf} Verwaltungsaufwand gespart wird: Anstelle nach Be-
arbeitung der einzigen Anforderung der Ebene i, k fur die
Dauer ¢, auf die in der Ebene i, kK + 1 aut Platz 1 der Warte-
schlange wartende Anforderung uberzugehen, wird an dersel-
ben Anforderung (die jetzt zur Ebene i, k + 1 gehort) weiter-
gearbeitet.

Einen Effekt in diese Richtung erzielt man, wenn man mehr
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als zwe1 Zeitscheibenldngen einfiihrt und die Strategie
MLFCEFS benutzt:

Beispiel 3: H;-Bediendauer-VFn, wie in den Beispielen 1
und 2, aber dre1 Zeitscheibenlangen ¢, = te1 = 0,258, 5, =ty =
d,8 S, I3 = @O,

Bild 8 zeigt fur dieses Beispiel die mittlere Wartezeit W,(¢f) der
Prioritatsebene 2 bei Bearbeitung mit der Strategie MLFCFS.
Durch Vergleich mit Bild 7 sieht man, da8 durch die 2 Spriinge
in Bild 8 die Harte des einzigen Sprungs in Bild 7 abgemildert
wird.
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Bild 8. Mittlere Wartezeit der Prioritat 2 in Abhangigkeit der Bediendauer ¢ fiir
das Beispiel 3 und das Modell nach Bild 4. Kurvenparameter ist das Gesamt-
angebot .

Bezuglich der bezogenen mittleren Wartezeit als Funktion des
Gesamtangebotes dndert sich gegeniiber dem Beispiel 1, vgl.
Ergebnisse in Bild 5, nichts. Das liegt daran, daf3 bei der Be-
rechnung sowohl der Strategie FCFS als auch von MLFCFS
nur die 1. und 2. Momente der Bediendauer-VF eingehen. Die
Momente sind aber in beiden Beispielen 1 und 2 gleich gro8.

Bemerkungen:

Die diesem Bericht zugrunde liegenden Arbeiten wurden mit
Mitteln des Bundesministers fiir Forschung und Technologie
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gefordert. Der Bundesminister fiir Forschung und Technolo-
gic ubernimmt keine Gewahr fiir die Richtigkeit, die Genauig-
keit und Vollstandigkeit der Angaben sowie fiir die Beachtung
privater Rechte Dritter.

Dieser Beitrag ist eine etwas ausfiihrlichere Fassung eines
Vortrages, der aut dem 9th International Teletraffic Congress,
Torremolinos/Spain, Oct. 16—-24, 1979 veroffentlicht worden
1st. Der Tagungsband dieses Kongresses ist jedoch nur an die
Teillnehmer verteilt worden und deshalb nicht allgemein zu-
ganglich.
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